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Vorbereitungsaufgaben

Vorbereitungsaufgabe 1

Das Pumping-Lemma besagt, dass jede regulidre Sprache L iiber einem Alphabet ¥ eine
gewisse Eigenschaft P(L) besitzt. Intuitiv besagt P(L), dass jedes Wort aus L, das lang
genug ist, sich am Anfang des Wortes beliebig auf- und abpumpen lésst, ohne die Sprache
zu verlassen.

Formal hat P(L) die Form:

| JneN:[ JzelL: (\:1:| >n[ | Juv,wex:
(z = wow A Jo] > 1A |uv] <n| || JieN: uviwl:lL))

1. Fiilen Sie die leeren Felder so mit den Symbolen 3, ¥V, =, A, € und ¢ aus, dass
die entstehende Aussage dquivalent zur

(a) Eigenschaft P(L) ist.
(b) Negation ~P(L) der Eigenschaft P(L) ist.
2. Kann man etwas iiber die Regularitét einer Sprache L sagen, wenn P(L)
(a) gilt?
(b) nicht gilt?

Vorbereitungsaufgabe 2

Eine bindre Relation ~ auf einer Menge S heifit A quivalenzrelation, falls sie (1) reflexiv,
(2) symmetrisch und (3) transitiv ist, d.h.:

(1) Vee Stz ~ax
(2) Ve,ye S: (x~y = y~ux)
(3) Ve,y,z€S: ((r~yAy~z) = x~2)

Sei ¥ ein Alphabet. Welche der folgenden Relationen ~ sind Aquivalenzrelationen auf *
und welche nicht? Beweisen Sie Ihre Antworten.

l.x~y <= dn,n>1:2"m=y"

2. x~y = Jwe X wr=1y>



Vorbereitungsaufgabe 3

Ist ~ eine Aquivalenzrelatiop auf S und x ein beliebiges Element aus S, dann heifit
[z]. == {y € S|z ~y} die Aquivalenzklasse von x beziiglich ~. Fiir beliebige =,y € S
gilt dann:

e~y = [z]. = [yl

Die Menge S/~ := {[z]. |z € S} aller Aquivalenzklassen heiit Quotientenmenge oder
Faktormenge und bildet eine Partition von S, d. h. jedes Element aus S ist in genau einer

Aquivalenzklasse enthalten. Die Mchtigkeit |S/~| der Quotientenmenge wird Index von
~ genannt und gelegentlich mit Index(~) notiert.

Eine Menge R C S heifit Reprdisentanten- oder Vertretersystem von ~, wenn sie genau
ein Element aus jeder Aquivalenzklasse enthélt, d.h. wenn |R N [z].| = 1 fiir alle z € S
gilt. Fiir jedes Représentantensystem R von ~ gilt dann:

S/~ ={lz]~|x € R}.

Sei ¥ = {a,b}. Gegeben secien folgende Aquivalenzrelationen auf Y*:
1. x ~y <= |z|o = |yla mod 3
2 &~y = |2l =
3. 2~y = (2l o+l = ol + 2l
Geben Sie zu jeder Aquivalenzrelation folgendes an:
(a) ein Reprasentantensystem R
(b) die Aquivalenzklasse [z].. von jedem x € R
(c) die Quotientenmenge >*/~
(d) der Index |3*/~|

Vorbereitungsaufgabe 4

Seien Y ein Alphabet, L eine Sprache iiber Y, x,y € ¥* zwei beliebige Worter und Ry,
die Myhill-Nerode-Aquivalenz. Fiillen Sie die leeren Felder so mit den Symbolen 3, V, €
und ¢ aus, dass die entstehende Aussagen wahr sind. Dabei besagt © By, dass © R,y
nicht gilt, d. h. dass  und y nicht in Relation beziiglich R stehen.

1. 2Ry < I:lweE*: (zwl:lL = yw|:|L>
2. v By <— I:leE*: (xwl:lL — yw|:|L>

Prasenzaufgaben




Prasenzaufgabe 1

Zeigen Sie mithilfe des Pumping-Lemmas, dass keine der folgenden Sprachen L iiber dem
entsprechenden Alphabet ¥ regular ist.

1. L=A{w e ¥ ||w|, = |w|p}, ¥ ={a,b}
2. L= {a?’k

ke N}, > = {a}
3. L= {aWEbec’f ‘ k(e N}, > = {a,b,c}
Prasenzaufgabe 2

Sei M der folgende DFA und L die von M akzeptierte Sprache.
b

a a
/< > b >b\‘@3a,b
O——®

~© -

1. Geben Sie L an.

2. Welche der folgenden Aussagen sind wahr und welche falsch?
(a) aab Ry, abb (c) bab Ry aba (e) e Rpaa
(b) ab Ry ba (d) e Ry bba (f) bRy e

3. Geben Sie Quotientenmenge und Index der Myhill-Nerode-Relation R;, an.
4. Geben Sie den Myhill-Nerode-Automat grafisch an.

5. Geben Sie Quotientenmenge und Index der Relation R, an.

Knobelaufgaben

Knobelaufgabe 1

In Prisenzaufgabe 2 aus Ergénzungsblatt 7 haben wir eine kontextfreie Grammatik fiir
die Menge RE(X) aller reguldren Ausdriicke iiber einem Alphabet 3 angegeben. Zeigen
Sie, dass RE(X) fiir kein Alphabet ¥ regulér ist.

Hinweis: Da Alphabete nichtleer sind, kann von der Existenz eines Buchstaben a € X
ausgegangen werden.



Knobelaufgabe 2
Sei X ein Alphabet. Zeigen Sie, dass die Relation ~ auf ¥* mit

T~y <= Ju,vEeEX i x=uwAy=vu

eine Aquivalenzrelation ist.

Knobelaufgabe 3

Zeigen Sie mithilfe des Pumping-Lemmas, dass die Sprache
L={d"t"|ggT(k,0) =1}

iber dem Alphabet ¥ = {a, b} nicht regulir ist.

Hinweis: ggT(k,{) ist der grifite gemeinsame Teiler von k und ¢ mit ggT(k,0) = k
und ggT(k,1) = 1 fir alle & € N. ggT(k,¢) = 1 besagt also, dass k und ¢ teilerfremd
sind.



