Ergdnzungen zu Theoretische Informatik |
Universitat Stuttgart Wintersemester 2019
Carlos Camino

Losungsblatt 2

Vorbereitungsaufgaben

Vorbereitungsaufgabe 1

Gegeben sei die Grammatik G = (V,X, P,.S) mit Variablenmenge V' = {S, A, B,CY},
Alphabet ¥ = {a, b, ¢} und Regelmenge

P ={(S,aSBC),(S,aBC),(CB, BC), (aB,ab), (bB,bb), (bC,bc), (cC, cc)}.
Diese 7 Produktionen lassen sich auch wie folgt darstellen:

S —aSBC |aBC CB—BC aB—ab bB—b bC —bc cC—cc

1. Worter aus (V' U X)* heiflen Satzformen. Fiir Satzformen = und y gilt: In G lésst
sich y genau dann in einem Schritt von x ableiten (in Zeichen z = y), wenn gilt:

Ju, v, wy,wy € (VUX)": (x = wyuws Ay = wyvws A (u,v) € P).
Beispiele:
e Fiiru=CB, v=BC, wy = Sa und wy = b erhélt man SaCBb =g SaBCb.

e Esgilt aSc # ¢ abe, da keine entsprechende u, v, wq, wy existieren. Dafiir miisste
eine Regel u — v in P existieren mit einem S in der linken Seite und einem b
in der rechten.

Geben Sie Satzformen wu, v, w;,ws an, die die Korrektheit der folgenden Aussagen
begriinden:

(b) aBc =¢ abc
(c) abC =¢ abe

2. In G lasst sich y genau dann in n Schritten von z ableiten (in Zeichen z =% y),
wenn gilt:

Jwy, .. w1 € (VUL 2 =6 w) =6 Wy =q ... =¢ W1 =a .

Beispiel: Es gilt aCB =¢ aBC =¢ abC =¢ abc, also aC' B =%, abc.

Geben Sie Ableitungsketten an, die die Korrektheit der folgenden Aussagen be-
griinden:



(a) S =% aaaBCBCBC
(b) BCBCBC =% BBBCCC
(c) aBBBCCC =%, abbbcce

3. In G lasst sich y genau dann von x ableiten (in Zeichen z =, y), wenn ein n € N
existiert mit x =¢ y.

Zeigen Sie: aabbee € L(G).
4. Von welchen Chomsky-Typen ist G7

u=abB, v=ab, w; =¢und wy = c.

S =qcaSBC =g aaSBCBC =g aaaBCBCBC.
BCBCBC = BBCCBC = BBCBCC = BBBCCC.

aBBBCCC =g abBBCCC =g abbBCCC =g abbbCCC =g abbbcCC =g
abbbceC' = abbbece.

3. Aus Teil 2 folgt

)
)
c) u=>bC,v=bc, w; =aund wy = €.
)
)
)

S =% aaaBCBCBC =% aaaBBBCCC =, aaabbbece,

d.h. S = aaabbbeee und somit auch S =, aaabbbece.

4. G ist von den Typen 0 und 1, aber nicht von den Typen 2 und 3.

Vorbereitungsaufgabe 2

Sei ¥ = {a,b} ein Alphabet. Von welchen Chomsky-Typen sind folgende Grammatiken
und welche Sprachen erzeugen sie?

1. G=({S},%,P,S) mit P={S — aSb| ab}.
2. G=({S}HL,E,P,S)mit P={S —aS|bS|alb}.
3. G=({S,T},%, P,S) mit P={S — TS | Ta,TT — aT}.
L6sung
1. Chomsky-Typen: 0, 1 und 2. Erzeugte Sprache: L(G) = {a™b" |n > 1}.
2. Chomsky-Typen: 0, 1, 2 und 3. Erzeugte Sprache: L(G) = X*\ {e} = X7.
3. Chomsky-Typen: 0 und 1. Erzeugte Sprache: L(G) = ().



Vorbereitungsaufgabe 3
Gegeben sei folgende Sprache iiber dem ALphabet ¥ = {a, b}:
L={a"b"|m,n>1}.
Geben Sie jeweils eine Grammatik G mit hochstens 4 Produktionen an, die L erzeugt.
1. G soll vom Chomsky-Typ 3 sein.
2. G darf nur eine Variable besitzen.
LGésung
Mogliche Grammatiken:
1. G=({S,T},%,P,S) mit P={S —aS|aTl,T — VT | b}
2. G={S}L,E,PS) mit P={S —aS|Sb|ab}

Prasenzaufgaben

Prasenzaufgabe 1

Welche der folgenden Aussagen gelten fiir eine beliebige Sprache L? Begriinden Sie die
Korrektheit der Aussage oder geben Sie eine Sprache L an, die sie widerlegt.

1. Lt CL* 3. Vk>0: LFC L* 5. e € L*
2. Vk>1:LFCL* 4. (L?)* = (L*)? 6. Lt =L*\ {¢}
L6ésung

1. Die Aussage ist richtig.

Sei w € L beliebig. Dann gilt per Definition w € L™ fiireinn > 1. Wegenn > 1 > 0
gilt insbesondere w € L™ fiir ein n > 0, also w € L*.

2. Die Aussage ist richtig.

Seien k > 1 und w € LF beliebig. Dann existiert ein n > 1 mit w € L™ (ndmlich
n==k). Also ist w € L.

3. Die Aussage ist richtig.

Die Begriindung ist analog zu 2.
4. Die Aussage ist im Allgemeinen falsch.

Fiir L = {a} gilt a € (L*)?, aber a ¢ (L?)*.

Hinweis: Es gilt (L*)?> = {a"|n € N} und (L?)* = {a®*" |n € N}.
5. Die Aussage ist richtig.

Folgt direkt aus ¢ € {¢} = L C L*.



6. Die Aussage ist im Allgemeinen falsch.
Fir L = {e} gilt € € LT, aber ¢ ¢ L*\ {¢}.

Hinweis: Hier hdatte man eine beliebige Sprache L mit € € L wéhlen kénnen.

Prasenzaufgabe 2
Zeigen Sie fiir beliebige Sprachen A, B und C iiber einem Alphabet >:
1. ACB — A*C B*
2. ABUC)=ABUAC
3. A(BBNC)C ABNAC
4. A*A* = A*
Losung

Zu einigen Beweisen werden auch die entsprechenden Beweisstrukturen angegeben. Be-
weisstrukturen zeichnen sich dadurch aus, dass sie nicht in Form eines zusammenhéngen-
den Textes geschrieben werden, sondern in Form einer Liste von Inferenzen.

Beweisstrukturen sind besonders hilfreich, um den Aufbau von Beweisen zu erkennen und
sind deshalb fiir Anfdnger gut geeignet. Obwohl sie der Regel auch als endgiiltiger Beweis
zuléssig sind, wird davon abgeraten, Beweise so aufzuschreiben. Bei komplizierteren und
langeren Beweisen sind Beweisstrukturen miihsamer zu schreiben und zu lesen.

Da die Beweisstrukturen in Teilaufgaben 2, 3 und 4 (zweite Richtung) gut erkennbar sind,
geben wir diese nicht explizit an.

1. Beweisstruktur

Angenommen, es gilt A C B. Sei w € A* beliebig.

~ w € A" fiir ein n > 0.

~ w = wy ... w, fiir n Worter wy,...,w, € A.
~ Wi, ..., w, € B (nach Annahme).

~ w e B".

~ w € B*.

Hinweis: Das Symbol ~» ist kein formal definiertes logisches Symbol. Fiir eine Aus-
sage P wird ,~ P als Abkiirzung verwendet fiir

,Aus allem, was bisher angenommen und inferiert wurde, folgt P*.

Viele Dozenten (mich eingeschlossen, siche meine Folien oder meinen Tafelanschrieb
bei der Ergénzung) verwenden stattdessen normale Implikationspfeile, weil sich das
so etabliert hat. Streng genommen ist dies jedoch formal nicht richtig. Beispielsweise
ist die Implikation

wy,...,w, € B = we B"

falsch, da auf jeder Seite der Implikation Objekte vorkommen, die in der jeweils
anderen Seite fehlen. Sie gilt somit nicht fiir beliebige wy, ..., w, und w, aber schon
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fiir diejenigen, die die Bedingungen der Zeilen davor erfiillen. Fiir erfahrene Ma-
thematiker ist das kein Problem, weil sie wissen, was gemeint ist. Anders ist es bei
Studienanfanger. Diese konnen dadurch leicht verwirrt werden. Deshalb versuche
ich auch, mir das abzugewohnen.

Beweis

Angenommen, es gilt A C B. Sei w € A* beliebig. Dann ist w = wy ... w, fiir ein
n > 0 und fiir Worter wq,...,w, € A. Nach Annahme gilt wy,...,w, € B, also
w € B™ und somit w € B*.

. Mengengleichheiten der Form U = V werden in der Regel so bewiesen, dass man
die Inklusionen U C V und V C U getrennt voneinander zeigt. Sind beide Beweise
dghnlich genug, so kann wegen

U=V << UCVAVCU
= Vi (zelU = zeV)AVa: (zeV = ze€l)
= Vr:((zelU = zeV)AN(z eV = zel))
— Vo:(zelU <= z€V)

auch versucht werden, die Aquivalenz
relU < zeV

fiir alle  in einem Beweis zu zeigen, z. B. durch Aquivalenzumformungen. Dies ist
in dieser Teilaufgabe genau der Fall.

Beweis

Sei w beliebig. Dann gilt:

we ABUCQ)

— Ju,v:w=uwAu€ ANve BUC

<~ Ju,v:w=wAuecAN(ve BVvel)

< Ju,v: (w=wAhuecANveB)V(w=uwAuecANveCl)

—
*
~

(N

Ju,v: (w=uwwAuecAANveB)VIu,v: (w=uwAuecAAveC(l)
we ABVwe AC
we ABU AC.

Hinweise:

e An der Stelle (%) wurde die Aquivalenz
dr: (P(x) vV Q(x)) <= Jz: P(z)V Jz: Q(z)
verwendet.

e Bei Aquivalenzumformungen soll immer darauf geachtet werden, dass jede
Aquivalenz tatsichlich eine solche ist. Oft iiberpriift man nur eine Richtung
und schreibt trotzdem einen Aquivalenzpfeil, obwohl nur ein Implikationspfeil
richtig wére.



e Fin Beweis in der Form

ABUC) ={uw|ue ANve BUC}
={wlue AN(veBVvuvel)}
={w|(ue ANveB)V(uecArve ()}
={w|ue ANveBlU{wl|ue AnveC)}
= ABUAC

ist fiir diese Teilaufgabe nicht geeignet, da die Gefahr besteht, dass die Giiltig-
keit der Aquivalenz (x) nicht klar ersichtlich wird. Dass diese Aquivalenz eine
fundamentale Rolle spielt, erkennt man daran, dass die Mengeninklusion aus
Teilaufgabe 3. im Allgemeinen keine Mengengleichheit ist.

3. Beweis
Sei w beliebig. Dann gilt:
we ABNC)

— Ju,v:w=uwAu€eANve BNC
— Ju,v:w=uwAu€ AN(veE BAvEC)
— Ju,v: (w=uwAueANveEB)AN(w=uwAuecAANveC)
HUR Ju,v: (w=uwAu€ANvEB)ANTFu,v: (w=uwAu€ AANv € )
— weABAwe AC
— we ABN AC.
Hinweise:

e An der Stelle (x) wurde die Implikation
dz: (P(x) ANQ(x)) = Fz: P(x) AJz: Q(x)

verwendet. Diese ist im Allgemeinen keine Aquivalenz ist, da in 3z: (P(x) A
Q(z)) gefordert wird, dass die Aussagen P(z) und Q(z) von demselben Element
x erfiillt werden, aber in Jz: P(z) A 3x: Q(x) nicht. Definiert man beispiels-
weise P(x) als x ist eine gerade Zahl und Q(x) als x ist eine ungerade Zahl, so
gilt Jz: P(z) A Jx: Q(x), aber nicht Jz: (P(z) A Q(z)).

e Man beachte, dass die restlichen 5 Implikationen sogar Aquivalenzen sind. Da
aber nur die Implikation gezeigt werden kann, verwenden wir bei ihnen keine
Doppelpfeile. Dies wére zwar nicht falsch, aber es hat keinen Mehrwert fiir den
Beweis.

e Im Allgemeinen sind die zwei Mengen nicht gleich. Beispielsweise gilt fiir A =

{e,a}, B={e} und C' = {a}:
ABNAC ={e,a} N{a,aa} ={a} # 0 ={e,a} 0 = A(BNC).

e Dass die Mengengleichheit im Allgemeinen nicht gilt, heifit jedoch nicht, dass
die echte Inklusion
A(BNC)C ABNAC
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4.

gilt. Dies wiirde wiederum bedeuten, dass die Mengen A(BNC') und ABNAC
fiir alle A, B, C' ungleich sind, was beispielsweise fiir A = B = C' = () nicht
stimmt.

In dieser Teilaufgabe zeigen wir beide Inklusionen getrennt voneinander.

A*A* C A*

Beweisstruktur

Sei w € A*A* beliebig.

~ w = uv fiir zwei Worter u,v € A*.
~ u € A" und v € A™ fiir zwei Zahlen £,m > 0.

¢

u=1uy...up fir £ Worter uy,...,us € Aund v = vy ...v,, fiir m Worter
U1, . ., Uy € A

W= U UVY - Uy
~ w e AT
~ w € A" fir ein n > 0 (ndmlich n := £+ m).
~ we A"

Beweis

Sei w € A*A* beliebig. Dann ist w = uw fiir Worter u, v € A*, d. h. es gibt Zah-

len ,m > 0 und Worter uq,...,up,01,...,0, € Amit w = Uy ... U ... 0.
Wiéhle n = £ + m. Dann gilt n > 0 und durch Umbenennung der Variablen
erhalten wir Worter wy, ..., w, € A mit w = wy ... w,. Somit ist w € A*.

A* C A*A*
Beweis

Sei w € A* beliebig. Wegen € € A* ist w = we € A*A*.

Prasenzaufgabe 3

Sei ¥ = {a,b} ein Alphabet. Geben Sie zu jeder der folgenden Sprachen L iiber 3 eine
Grammatik G mit L = L(G) an.

1.

L={a""|m < n}

2. L ={w e X*||w|, ist gerade}
3. L= {akbeam|k:€v€:m}
4.
)
6

L ={a™b™a"b" | m,n € N}

. L ={w € ¥*|in w kommen zwei bs nebeneinander vor}

. L={am™b"a"b™ | m,n € N}



LGésung

Fiir einige Teilaufgaben werden mehrere mogliche Grammatiken angegeben.

1. G=({8},%,P,S) mit P ={S — aSb| Sb| b}

G=({S.T},%,P.S) mit P={S — aSh|T,T — bT | b}
2. G=({S},X,P,S) mit P={S — SaSaS | Sb| e}
G=({S}HL,X,PS)mit P={S— SS|aSa|Sb|e}
G=({S},X,P,S) mit P={S —aSa|Sb|bS|ec}
3.G = ({S,T,U,V},S,P,S) mit P = {S — VT | UV,T — bTa | ,U — aUb |
e, V—aV |e}
4. G=({S,T},%,P,S) mit P={S - TU,T — aTb|e, U — aUb | }.

G
5. G=({S,T},E,P,S) mit P={S =TT, T — aT | bT | €}.
G={ShHX,P,S)mit P={S—aSb|T, T — bTal|c}.

Knobelaufgaben

Knobelaufgabe 1
Seien m,n € N natiirliche Zahlen und A und B Sprachen mit |A| = m und |B| = n.

Bekanntlich ist mn ist eine obere Schranke fiir |AB|, weil fiir alle m, n € N die Ungleichung
|AB| < mn gilt. Die Schranke ist auflerdem scharf, weil fiir alle m,n € N Sprachen A, B
existieren mit |AB| = mn, z.B. A = {ak } 1<k< m} und B = {bk | 1<k < n}

1. Geben Sie eine scharfe untere Schranke s(m,n) fiir |AB| an.
Hinweis: Betrachten Sie die Falle (1) m =0V n =0 und (2) m,n > 0 getrennt.

2. Zeigen Sie, dass s(m,n) eine untere Schranke ist, indem Sie fiir alle m,n € N die
folgende Ungleichung zeigen:
|AB| > s(m,n).

3. Zeigen Sie, dass s(m,n) eine scharfe Schranke ist, indem Sie fiir alle m,n € N
Sprachen A und B angeben mit |AB| = s(m,n).



Knobelaufgabe 2
Zeigen oder widerlegen Sie: Fiir jede beliebige Sprache L gilt

LCIL? = LCI”

Hinweise:

e Wenn die Aussage stimmt, nehmen Sie an, dass eine beliebige Sprache L die Inklu-
sion L C L? erfiillt und zeigen Sie danach, dass diese Sprache auch die Inklusion
L C L? erfiillen muss.

e Wenn die Aussage falsch ist, geben Sie ein Gegenbeispiel an. Ein Gegenbeipiel wire
in diesem Fall eine Sprache L mit L C L? und L ¢ L*.

Knobelaufgabe 3
Geben Sie eine Typ-1-Grammatik mit hochstens 10 Produktionen an, die die Sprache

L={a"b"a™b" |m,n>1}

iber dem Alphabet ¥ = {a, b} erzeugt.



