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Losungsblatt 6

Vorbereitungsaufgaben

Vorbereitungsaufgabe 1

Sei 3 = {a, b} ein Alphabet. Geben Sie fiir jede der folgenden Sprachen L iiber 3 grafisch
einen minimalen NFA an, der die jeweilige Sprache akzeptiert.

1. abaX* 2. Y*abaX* 3. X*aba 4. Y2ay* 5. Y*aX?

LGésung

Beim Produkt (= Konkatenation) von Sprachen ldsst man bei einelementigen Sprachen die
Mengenklammern oft weg. Somit sind in dieser Aufgabe eigentlich die Sprachen {aba}¥*,
Y*{aba}X*, Y*{aba}, ¥?{a}>* und ¥*{a}>? gemeint.

1. Es gilt:
aba¥* = {abav |v € ¥*} = {w € ¥* | aba ist Prifix von w} .

Ein minimaler NFA fiir abaX*:
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Der minimale DFA fiir abaX* zum Vergleich:
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2. Es gilt:
Yraba¥* = {uabav |u,v € ¥*} = {w € ¥* | aba ist Infix von w}.

Ein minimaler NFA fiir X*abaX*:
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Der minimale DFA fiir ¥*abaX>* zum Vergleich:
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3. Es gilt:
Y*aba = {uaba |u € ¥*} = {w € ¥ | aba ist Suffix von w} .

Ein minimaler NFA fiir X*aba:
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4. Es gilt:

Yiayt = {uav}ueEQ/\veE*}
={w € ¥ |w[3] = a}

= {w € ¥*| das dritte Zeichen von w ist ein a} .

Ein minimaler NFA fiir YX2aX%*:
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Der minimale DFA fiir ¥*aX? zum Vergleich:
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5. Es gilt:

4 a¥? = {uav|u € X* Av € B}
={w e ¥ [wllw| - 2] = a}
= {w € ¥*| das drittletzte Zeichen von w ist ein a} .

Ein minimaler NFA fiir X*aX?:
a,b
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Zum Vergleich: Der minimale DFA fiir ¥*aX? besitzt 8 Zustéinde.

Vorbereitungsaufgabe 2
Sei G = ({S,T,U},{a,b}, P,S) eine regulire Grammatik mit Produktionen

S—al|b T — 0T | bU U—bS|alb.

Verwenden Sie die auf Vorlesungsfolien 11.6 und 12.1 beschriebene Methode, um einen
NFA M mit T(M) = L(G) zu konstruieren.

Geben Sie M sowohl als Tupel als auch grafisch an.

LGésung

M = ({S,T,U, X}, {a,b},8,S, {X}) mit

a b
{Ty  {X}
0 {1T,U}
{X} {S. X}
0 0

> Wy e

Grafisch:



T
—~(——()——)

RN

Vorbereitungsaufgabe 3
Sei M = ({p, ¢}, {a,b},0,{p, q}, {q}) ein NFA mit folgender Uberfithrungsfunktion ¢:

1) a b
p|{r.q¢} {p}
q| {p} 0

1. Bestimmen Sie §({p}, ab) durch wiederholtes Anwenden der Definition von 4 (siehe
Vorlesungsfolie 9.7).

2. Geben Sie M grafisch an.

3. Geben Sie folgende Potenzmengen explizit an:
(a) P(0) (b) P({1}) (c) P({1,2}) (d) P({1,2,3})

Hinweise:

e Die Potenzmenge P(A) einer Menge A ist die Menge aller Teilmengen von A,
d.h.: P(A) ={X| X C A}.

e Alternative Schreibweisen fiir P(A) sind unter anderem 2 und Pot(A).
e Fiir eine endliche Menge A besitzt P(A) genau 214! Elemente.

4. Verwenden Sie die Potenzmengenkonstruktion aus Vorlesungsfolie 10.6, um den zu
M entsprechenden Potenzmengenautomat M’zu konstruieren.

Geben Sie M’ sowohl als Tupel als auch grafisch an. Beachten Sie, dass M’ genau
22 = 4 Zustinde besitzen sollte.

L6ésung
1. 5({p}.ab) = 6({p,q},b) = 0({p},e) Ud(D,e) = {p} UD = {p}.
2.
loe
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3. (a) P(0)={0}



(b) P({1}) = {0,{1}}

(c) P({1,2}) = {0, {1}, {2}, {1.2}}

(d) P({1,2,3}) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2,3},{1,2,3}}

4. M= ({P{p.q}).{a,b}, 0" {p.q}, {{a}, {p, ¢}}) mit:

o §'(0,a) = e 9'({g},a) = {p}
o '(0,0) =0 o ({g},0) =10
o i'({r},a) ={p, ¢} e i'({p,a}.a) = {p,a} U{d} = {p. ¢}
o &({p},0) = {p} o &'({p,q},b) = {p} U0 = {p}

Die Uberfithrungsfunktion ¢’ als Tabelle:

o’ a b
0 0 0
{r} |{p.q} {r}
{a | {p} 0
{r.q} | {p,a} {p}

Der DFA M’ grafisch:

a b a,b
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Bemerkung: Man beachte, dass die Zustéinde () und {g} nicht vom Startzustand
{p, q} erreichbar sind. Somit kénnten sie entfernt werden, ohne die akzeptierte Spra-
che zu verdndern. Das macht man in der Regel so, wird aber in der Potenzmengen-
konstruktion nicht gefordert.

Vorbereitungsaufgabe 4
Seien ¥ = {a, b} ein Alphabet und M = (Q, 3,0, s, F) der folgende DFA:

P

Entscheiden Sie fiir jede der folgenden Aussagen, ob Worter w € X* existieren, die jewei-
lige Aussage (a) erfiillen (b) nicht erfiillen.

1. VgeQ:Ip e Q: 5(p,w):q




2. VpeQ:IgeQ: d(p,w) =q
3.30€Q:YpeQ: b(p,w)=q
4. IpeQ:VgeQ: é(p,w)=q

LGésung

1. (a) Ja, z.B.: ¢, a, aa und aaa.
(b) Ja, z.B.: b, ab, ba und bb.

2. (a) Ja, alle.
(b) Nein.

3. (a) Ja, z. B.: bbaaab, bbaabb, abbaaab und abbaabb.
(b) Ja, z.B.: ¢, a, b und aa.

4. (a) Nein.
(b) Ja, alle.

Prasenzaufgaben

Prasenzaufgabe 1

Sei M = (Q,%,9,S, F) der folgende NFA mit Zustandsmenge @) = {0,1,2,3,4}, Alphabet
¥ = {a, b}, Startzustandsmenge S = {0, 3} und Endzustandsmenge F' = {4}:
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1. Geben Sie eine moglichst einfache Darstellung von T'(M) an.

2. Verwenden Sie die Potenzmengenkonstruktion, um einen DFA M’ mit T'(M') =
T (M) zu konstruieren. Geben Sie M’ grafisch an. Nicht erreichbare Zusténde miissen
nicht gezeichnet werden.

LGésung
1. T(M) = {a} U {abwba |w € ¥*}

2. Wir wiederholen die Konstruktion aus Vorbereitungsaufgabe 3 mit dem Unterschied,
dass wir mit dem Startknoten S € P(Q) beginnen und so lange erreichbare Zustéande
in den DFA hinzufiigen, bis jeder Zustand genau eine ausgehende a-Kante und genau
eine ausgehende b-Kante hat. Durch diese Konstruktion werden nichterreichbare
Zustédnde aus der Potenzmengenkonstruktion ausgelassen.

1. Schritt



Beginne die Zeichnung mit dem Startzustand S = {0, 3}.

2. Schritt

Berechne ¢'({0,3},a) = {1}u{4} = {1,4} und §'({0, 3},b) = OUD = @ und erweitere
die Zeichnung um die neuen Zusténde {1,4} und () und die zwei vom Zustand {0, 3}

ausgehenden Kanten.
(oa)——
b
3. Schritt

Berechne 0'({1,4},a) = 0UD = @ und 0'({1,4},b) = {2} UD = {2} und erweitere die
Zeichnung um den neuen Zustand {2} und die zwei vom Zustand {1,4} ausgehenden

Kanten.
— (03— ()
b a

Berechne ¢'(0, a) = ) und §'(0,b) = () und erweitere die Zeichnung um die zwei vom
Zustand ) ausgehenden Kanten.
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4. Schritt

5. Schritt

Berechne §'({2},a) = {2} und §'({2},b) = {2,3} und erweitere die Zeichnung um
den neuen Zustand {2,3} und die zwei vom Zustand {2} ausgehenden Kanten.
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6. Schritt

Berechne ¢§'({2,3},a) = {2} U{4} = {2,4} und §'({2,3},0) = {2,3}Ud = {2,3} und
erweitere die Zeichnung um den neuen Zustand {2,4} und die zwei vom Zustand
{2, 3} ausgehenden Kanten.
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7. Schritt

Berechne 0'({2,4},a) = {2} U0 = {2} und §({2,4},b) = {2,3} UD = {2,3} und
erweitere die Zeichnung um die zwei vom Zustand {2,4} ausgehenden Kanten.
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Dies ist genau der DFA, der durch die Potenzmengenkonstruktion aus M entsteht,
wenn man die nicht erreichbaren Zustdnden weglésst.

Prasenzaufgabe 2

Betrachten Sie folgendes Kartenspiel:



Zuerst notieren Sie auf ein Blatt Papier eine Folge von Anweisungen. Dann
legt Thr Gegner vier Spielkarten so auf den Tisch, dass diese einen Ring bilden.
Dabei kann jede Spielkarte, unabhéngig von den anderen, auf- oder zugedeckt
liegen. Danach fiithrt er nacheinander Thre Anweisungen aus.

Moégliche Anweisungen sind:
a: Thr Gegner dreht eine Karte um.
b: Thr Gegner dreht zwei benachbarte Karten um.
c: Thr Gegner dreht zwei nicht benachbarte Karten um.

Sie gewinnen das Spiel, sobald alle vier Karten gleich liegen. In diesem Fall
ignoriert der Gegner alle weiteren Anweisungen.

Gibt es eine Folge von Anweisungen, mit der man das Spiel mit Sicherheit gewinnt?
Uberpriifen Sie Ihre Vermutung mithilfe der Automatentheorie.
LGésung

Das Spiel kann durch den folgenden NFA M modelliert werden:

Dabei haben die Zusténde folgende Bedeutungen:
A: Genau drei Karten liegen gleich.
B: Zwei benachbarte Karten liegen gleich und die anderen zwei liegen andersrum.
C": Zwei nicht benachbarte Karten liegen gleich und die anderen zwei liegen andersrum.
D: Alle vier Karten liegen gleich.

Der dazugehorige Potenzmengenautomat (ohne unerreichbaren Zusténden) ist:



l

{A,B,C, D}

a,b

b

Da wir das Spiel mit Sicherheit gewinnen wollen (und nicht nur, falls der Gegenspieler
schlecht spielt), sind wir nur an Worter interessiert, die vom Startzustand zum Zustand
{D} fithren. Wéhlen wir ihn also als einzigen Endzustand, so erhalten wir einen DFA M,
der die Menge aller Folgen von Anweisungen akzeptiert, mit der wir mit Sicherheit das
Spiel gewinnen.

—

c

Wir haben gezeigt, dass diese Menge eine reguldre Sprache ist und konnen nun leicht
iiberpriifen, dass cbcacbe das kiirzeste Wort der Sprache ist.

Prasenzaufgabe 3

Seien M = (Q,%,4,s, F) ein DFA und w ein Wort {iber dem Alphabet ¥. w heifit syn-
chronisierend fiir M, falls gilt:

JgeQ:Vpe@: 5(p,w) =q.
Sei sync(M) die Menge aller synchronisierenden Woérter fiir M.
1. Sei M der folgende DFA:

Welche der Wérter abe, aaa, aacc und cab sind in sync(M) enthalten?

2. Zeigen Sie, dass sync(M) fiir jeden DFA M regular ist.
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LGésung
1. Es gilt abe, aacc, cab € sync(M) und aaa ¢ sync(M).

2. Sei M = (Q, %, 9, s, F') ein beliebiger DEA. Wir zeigen die Regularitéit von sync(M),
indem wir einen DFA M’ mit T'(M') = sync(M) konstruieren.

Konstruktion

Definiere analog zur Potenzmengenkonstruktion M’ = (P(Q), %, ¢, Q, F') mit
(SI(P,CL) = {5(29’&) ‘p S P}

fir alle P C Q und alle ¢ € ¥ und F' = {{q¢} | ¢ € Q}.

Korrektheitsbeweis

Zu zeigen ist die Mengengleichung

T(M') = {w e v

W EQ: W EQ: dpw)=a}. (+)
Als Erstes zeigen wir fiir alle w € ¥* die Gleichung

5(Qw) = {3p.w)|peq}.
Dies tun wir mit Induktion nach der Wortldnge von w, d. h. wir zeigen

Ve >0: Yw e Xt 5’(@,11)) = {5(p,w)‘p€@}

-~

A(6)

mit vollstéindiger Induktion nach ¢.

Induktionsanfang

Fiir ¢ = 0 gilt w = ¢ und somit

5(@2)=Q=1nlpet = {ie) [peq}.

Induktionsschritt

Sei ¢ > 0 beliebig. Nach Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, dass jedes
w € ¢ die Gleichung

5(Qw) = {3p.w)|pe @}

erfiillt. Sei nun w’ € X*! beliebig. Dann ist w von der Form w’ = aw fiir ein
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w € ¥f und ein a € ¥. Dann gilt:

(p',a),w) |p € Q}
pe Q}

Fiir den Beweis der obigen Mengengleichung () sei w € ¥* beliebig. Dann gilt:
weT(M) < §Q,w) e F
— g€ Q: 9(Qw) = {q}
< e Q: {ip.w)|pe Q) ={a},

-~

VpeQ: (p,w)=q

Prasenzaufgabe 4
[Bitte Hinweis in der Musterlosung beachten!]
Seien ¥ ein Alphabet und L eine Sprache iiber .
1. Zeigen Sie fir jeden DFA M = (Q, %, 0, s, F'), der L akzeptiert:

Vi, y e X 0(s,x) = 6(s,y) = Yw e L (zw e L < ywe L).

2. Die Sprache
L={we¥ ||wl < |wlp}

iiber dem Alphabet ¥ = {a, b} ist nicht regulér.
(a) Skizzieren Sie einen (unendlichen) Automaten, der L akzeptiert.

(b) Begriinden Sie anhand von Teilaufgabe 1 kurz, warum L nicht reguldr sein
kann.
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LGésung

Hinweis: Obwohl ich in der Ergidnzung gesagt habe, dass ich diese Aufgabe entfernen
wiirde, habe ich mich doch dagegen entschieden. Ich habe die Lésung etwas intuitiver und
weniger formal gemacht in der Hoffnung, dass sie den Einstieg in das Thema Satz von
Muyhill-Nerode und minimale DFAs doch erleichtert. In Teilaufgabe 1 soll gezeigt werden,
dass die in der Vorlesung eingefithrten Aquivalenzrelation Ry, auf * mit

T Ry y = 0(s,z) =d(s,y)
eine so genannte Verfeinerung von der Aquivalenzrelation Ry auf ¥* mit
TRy <= YweX: (rwel < ywel)
ist. Aquivalent zu dieser Aussage ist die Kontraposition
Vi,yeX: (Gwe X (zw e L < ywe L) = §(s,x) # 6(s,y)).

Falls also ein Wort w existiert, sodass genau eins der Worter zw und yw in L enthalten ist
(und das andere nicht!), dann kann M nicht von sowohl z als auch von y vom Startzustand
zum selben Zustand iiberfithrt werden. Diese Tatsache wir in Teilaufgabe 2 benutzt, um zu
zeigen, dass jeder deterministische Automat, der L akzeptiert, unendlich viele Zustédnde
hat und somit kein DFA ist.

1. Seien z,y € X* beliebig mit S(S,x) = S(S,y). Dann gilt fiir ein beliebiges w € ¥*
die Gleichung

S(S,xw) = 5(5(3,@,@0) Ann. A(é(s,y),w) = 4(s,yw)

und somit
zw e L <= xzweT(M)
— (s, zw) € F
— O(s,yw) € F
— yw e T(M)
<— yw € L.
2. (a)

b b bl b b b
R PR T a PR 7 A e
a a a a a a
(b) Wire L regulir, dann miisste es einen DFA M = (Q, %, 4, s, F') fur L geben.

Insbesondere miisste () endlich sein.

Fiir beliebige 4,7 € N mit i < j existiert jedoch ein w € ¥* (z.B. w = b') mit
a'w € L, aber a’w ¢ L. Nach Teilaufgabe 1 wire also 0(s, a’) # d(s,a’). Somit
wiren die Elemente

d(s,€),0(s,a),0(s,aa),d(s, aaa),d(s, aaaa),d(s, aaaaa), . . .
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alle paarweise verschieden, d. h. {5(5, a")|n €N } wire eine unendliche Menge.

Wegen b (s,w) € Q fiir alle w € ¥*, wire diese Menge eine Teilmenge von @,
was dazu fiihrte, dass () ebenfalls unendlich wire.

Knobelaufgaben

Knobelaufgabe 1

Gibt es eine Folge von Anweisungen, mit der man das Spiel aus Prasenzaufgabe 2 mit
Sicherheit gewinnt, wenn das Spiel mit 3 bzw. 5 statt 4 Karten gespielt wird?

Knobelaufgabe 2
Betrachten Sie folgendes Kartenspiel:

Zuerst notieren Sie auf ein Blatt Papier eine Folge von Anweisungen. Dann
legt Thr Gegner drei Spielkarten nebeneinander auf den Tisch, jeweils auf- oder
zugedeckt, und fithrt nacheinander Thre Anweisungen aus.

Mogliche Anweisungen sind:
a: Thr Gegner dreht alle drei Karten um.
b: Thr Gegner dreht zwei benachbarte Karten um.
c: Thr Gegner dreht zwei nicht benachbarte Karten um.

Sie gewinnen das Spiel, sobald alle drei Karten aufgedeckt sind. In diesem Fall
ignoriert der Gegner alle weiteren Anweisungen.

Gibt es eine Folge von Anweisungen, mit der man das Spiel mit Sicherheit gewinnt?

Uberpriifen Sie Thre Vermutung mithilfe der Automatentheorie.

Knobelaufgabe 3

Die Cerny- Vermutung besagt, dass (n—1)? eine obere Schranke fiir die Linge des kiirzesten
synchronisierenden Wortes eines DFA mit n Zustdnden ist (vgl. Présenzaufgabe 3). Sie
wurde 1964 vom Mathematiker Jan Cerny aufgestellt und ist bis heute ein offenes Problem
der theoretischen Informatik.

Falls (n — 1)? tatsiichlich eine obere Schranke ist, kann man zeigen, dass diese scharf ist,
indem man fiir jedes n > 1 einen DFA mit n Zustidnden angibt, bei dem das kiirzeste
synchronisierende Wort genau die Lénge (n — 1)? hat.

Geben Sie einen DFA M mit n = 3 Zusténden an, sodass das kiirzeste synchronisierende
Wort w beziiglich M genau die Linge (n — 1)? = 4 besitzt. Wie sieht dann w aus? Lésst
sich diese Konstruktion fiir ein beliebiges n verallgemeinern?
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