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Zum Beweis, 1. Richtung

Fiir die Sprachen L(af) und L((«|3)) gehen wir von zwei

Typ-3 Grammatiken G; = (V;, L, P;, S;) fiir i = 1,2 aus.

Dabei sei L(G1) = L(a) und L(Gp) = L(B), und V4 N Vo =0

Die Sprache L(a3) wird erzeugt durch die Grammatik

G=(V1UV,, X P,5), wobei P so gebildet ist:
P={(A,aB)| (A, aB) € Pi1} U{(A,aS:) | (A,a) € P} UP;

Man sieht leicht ein, dass unter der Voraussetzung ¢ ¢ L(«) die
Grammatik G die Sprache L(«af) erzeugt. Die Modifikation fiir
den Fall € € L(«) liegt auf der Hand.

Fir L((«|8)) nehmen wir die neue Variable S dazu und bilden P':
P'=PLUPU {(S,u) | (S1,u) € PV (S5,u) € Py}

Den Fall L((«)*) bitte selbst iiberlegen...
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Riickrichtung

Jetzt ist noch zu zeigen, dass fiir jede Typ-3 Sprache L ein
reguldrer Ausdruck a mit L = L(«) existiert.

Sei also M = (Z,%,0,z1, E) ein DEA. Wir wollen einen
regularen Ausdruck ~ konstruieren mit L(vy) = T(M).

Nummeriere die Zustande durch, d.h. Z ={z,..., z,}.
Firi,j € {1,...,n} und k € {0, ..., n} definieren wir die
Sprachen Ri’f- wie folgt:

R,-kj enthalt alle Wérter x € ¥* mit d(z;, x) = z;, wobei
fur alle ,,Zwischenzustande” z,, die Ungleichung m < k gilt.

Ein Zwischenzustand ist ein Zustand, der bei der Arbeit von M auf x, gestartet
im Zustand z; nach dem ersten, aber vor dem letzten Schritt angenommen wird.

Nun zeigen wir, dass es fiir jedes Rl-kj einen regularen Ausdruck gibt.

\
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Abschluss des Beweises

Fir k = 0 sind die Sprachen R,-O- einfache endliche Sprachen,
und daher leicht durch regulare Ausdriicke zu beschreiben.
Nun seien fiir alle R,-kj bereits regulare Ausdriicke ozf"- gegeben.

Es gilt: k+1 _ pk k k k
& R = RS UR 1 (R 1) Rivn

und folglich fiir die entsprechenden regularen Ausdriicke:

k+1 _ k

a;; - = (aj;

k k x k
ai,k+1(ak+1,k+1) ak+1,j)
T (M) lasst sich als Vereinigung von gewissen Ry ; schreiben.

Also ist der regulare Ausdruck fiir T(M) von der Form

(O‘T,h’ O‘f,jJ . O‘T,jm)

\_ fiir passende Werte ji, ..., jm.

~

Wir zeigen: Die Rikjrl sind auch durch reg. Ausdriicke beschreibbar.

\
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Das Pumping Lemma

Bisher haben wir eine Reihe von Charakterisierungen der Typ-3
Sprachen kennengelernt. Das erfiillt mehrere Zwecke:

Wenn wir von einer Sprache zeigen wollen, dass sie vom Typ-3 ist,
dann haben wir viele Formalismen zur Auswahl und kdnnen uns
den heraussuchen, in dem wir am einfachsten zu dem gewiinschten
Ergebnis kommen.

Gleichzeitig haben wir auch eine willkommene WahImaéglichkeit,
wenn es darum geht, allgemeine Sachverhalte abstrakt fiir alle
Typ-3 Sprachen zu beweisen! (Vgl. z.B. Einheit 11)

Aber was konnen wir tun, wenn wir nachweisen sollen, dass
eine gegebene Sprache NICHT vom Typ-3 ist?

_ Auf diese Problematik zielt das Pumping-Lemma ab... P
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Der folgende Satz hat sehr viele Namen (manche mehr, manche
weniger gebrauchlich...): Pumping Lemma, lterationslemma,
uvw-Theorem, Lemma von Bar-Hillel, Schleifenlemma

Satz: Fiir jede Typ-3 Sprache L gibt es ein n € N,

fiir das jedes Wort x € L mit |x| > n so in
drei Teile x = uvw zerlegt werden kann, dass
die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. |v|>1
2. |uv| <n
3. uv'w e L fiiralle i >0

\_ J
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Beweis (Teil 1)
Es sei L eine beliebige Typ-3 Sprache. Dann existiert ein DEA M
mit L = T(M). Die Zustandsmenge von M sei Z, Startzustand Zz,
Endzustandsmenge E. Nun setzen wir n = |Z| und zeigen, dass
mit dieser Wahl von n jedes Wort aus L, das mindestens die
Lange n hat, in der geforderten Weise zerlegt werden kann.
Sei x € L mit |x| > n. Dann konnen wir x so schreiben:
X =X1X2...XpYy
wobei x; € X fir alle 7, und y € X*.
Betrachte folgende Teilmenge von Z:
Q=1{0(z0,x1....x) | 0<i<n}
Wegen Q@ C Z und |Z| = n gilt |Q| < n.
\_ /
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Beweis (Teil 2)
Also existieren i, j mit 0 </ < j < n so, dass
0(z0, x1 ... xj) = 0(z0, X1 .. . Xj)
Wir setzen u=x1...X;, V= Xjqy1...X; und w = Xj41...Xpy.
Dann ist offenbar x = uvw, |v| > 1 und |uv| < n. Nun muss also
nur noch gezeigt werden, dass Bedingung 3 ebenfalls erfiillt ist.
Setze p = 3(20, u) und g = S(ZO,X). Dann ist g € E und es gilt
S(p, v) = p und 5(,0, w) = ¢, und induktiv auch S(p, viw) =g
fir alle i > 0. Schlieklich folgt
0(z0, uviw) = 8(d(zg, u), viw) = d(p, viw) = q.
Also ist uv'w € L, wie zu beweisen war.
J
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