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Beweis b) = ¢)

b) = ¢):
Nun sei L erkennbar, d.h. es gibt ein endliches Monoid und
einen Homomorphismus ¢ von X* in dieses Monoid, so dass

die Gleichheit ¢ =1((L)) = L gilt. Wir miissen zeigen, dass
das syntaktische Monoid von L endlich ist.

Seien wy und wy zwei Worter aus ¥* mit ¢(wy) = ¢(ws), und
sei dariiberhinaus wy #; w». Es gibt also Worter x und y mit
xwiy € L und xwoy & L (oder umgekehrt). Dann folgt
p(xwiy) = e(x)e(wi)e(y) = o(x)p(wz)p(y) = p(xway)

und daher xwsy € o (p(xwyy)) C o 1(p(L)) = L.

Das ist ein Widerspruch, also muss fir Woérter wy und wy mit
©(w1) = p(wa) immer wy =; wy gelten. In anderen Worten:
Die durch ¢ gegebene Aquivalenzrelation verfeinert =;. Da

@(X*) endlich ist, hat also auch Synt(L) endlich viele Elemente.
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Abschlusseigenschaften

Die Klasse der regularen Sprachen hat eine grolle Zahl niitzlicher

Eigenschaften, insbesondere die folgenden Abschlusseigenschaften:
Satz: Die Klasse der regularen Sprachen ist abgeschlossen

unter allen booleschen Operationen, d.h. insbesondere
unter Vereinigung, Schnitt und Komplement.
Aulerdem ist sie abgeschlossen unter Produkt

(= Konkatenation), sowie unter der Sternoperation
(und unter vielen weiteren Operationen).

Beweis: Da jede boolesche Operation mit den zwei Operationen
Vereinigung und Komplement darstellbar ist, geniigt es den
Abschluss unter diesen beiden Operationen nachzuweisen.
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Beweis der Abschlusseigenschaften

Den Abschluss unter Vereinigung erhilt man unmittelbar aus
der Darstellung mit reguldaren Ausdriicken: Gilt L; = L(a) und
L, = L(B), dannist Ly U Ly, = L((«|f3)), also wieder regular.

Der Abschluss unter Komplement folgt aus der Darstellung mit
DEAs: Wenn L = T (M) fir M = (Z,%,9, zo, E) ist, dann ist
L=T(M)mit M =(Z,%,6,z,Z \ E).

Den Abschluss unter Konkatenation erhalt man wieder aus

der Darstellung mit reguldren Ausdriicken: Gilt L; = L(«) und
Lo, = L(B), dann ist L1Ly = L(«f3), also wieder regular.

Und auch den Abschluss gegen die Sternoperation sehen wir am
besten bei den reguldren Ausdriicken: Wenn L = L(«) gilt, ist
(a)* ein regularer Ausdruck fiir L*.
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Entscheidbarkeitsresultate

Wir beginnen mit dem bekannten Wortproblem. Gleich zu

Beginn des Semesters hatten wir gezeigt, dass das Wortproblem
fiir Typ-1 Sprachen entscheidbar ist. Da Typ-3 eine Teilklasse von
Typ-1 ist, tibertragt sich dieses Ergebnis. Allerdings ist der dort
angegebene Algorithmus sehr aufwandig — bei Typ-3 geht es viel
einfacher, wenn man einen DEA benutzt, namlich in Echtzeit!

-

Als zweites Resultat wollen wir hier zeigen, dass Leerheit auch
ein entscheidbares Problem (fiir Typ-3 Sprachen) ist.

Das Leerheitsproblem besteht darin, bei gegebener Sprache L
zu entscheiden, ob L = () gilt.

1. Losung: Priife Erreichbarkeit im Graph des endlichen Automaten.

2. Losung: Priife, ob es ein Wort gibt, das kiirzer als die Pumping-
Konstante n ist. (Muss existieren, wenn L # ().)
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Endlichkeit

Das Endlichkeitsproblem besteht darin, bei gegebener Sprache L
zu entscheiden, ob |L| < co. Endlichkeit ist entscheidbar!

1. Losung: Suche im Graph des endlichen Automaten nach einem
Zyklus, der von zy aus erreichbar ist und von dem aus
ein akzeptierender Endzustand erreichbar ist.

2. Losung: Priife, ob es in L ein Wort der Lange mindestens n
und hochstens 2n — 1 gibt (n = Konstante aus dem
Pumping Lemma). Wenn ja, ist L unendlich — denn
man kann dieses Wort ,,pumpen”, andernfalls ist
L endlich (denn dann sind alle w € L kiirzer als n).

Warum ist das so?

Weil sonst ein kiirzestes Wort x mit |x| > 2n existieren miisste. Dieses
konnte gepumpt werden, d.h. insbesondere ware x = uvw und uw € L.
\ Wegen |uw| > n ware dann |uw| > 2n und |uw| < |x| — Widerspruch. y
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Schnitt- und Aquivalenzproblem

Das Schnittproblem besteht in der Frage, ob der Schnitt zweier
gegebener regularer Sprachen L1 und L, leer ist. Dabei kdnnen
die Sprachen durch DEAs oder Typ-3 Grammatiken, oder auch
durch regulare Ausdriicke gegeben sein.

In jedem Fall konnen wir auf Grund der Abschlusseigenschaften
eine entsprechende Beschreibung von L1 N L, berechnen,
sodass fiir diese Sprache nur noch die Leerheit zu testen ist.

Also ist das Schnittproblem fiir Typ-3 Sprachen entscheidbar.

Das Aquivalenzproblem besteht in der Frage, ob zwei gegebene
regulare Sprachen L und Ly gleich sind. Auch hier helfen uns
die Abschlusseigenschaften und das Leerheitsproblem, denn es

gilt L1 =L, < (LiNnL)U(lanly) =0

Alternativlosung: Man konnte auch Minimalautomaten auf Isomorphie testen... y
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Abschliefende Bemerkungen

Im Normalfall geht es bei der Entscheidbarkeitsfrage nur um
die prinzipielle Machbarkeit.

Manchmal kann es aber auch entscheidend sein, wie effizient

eine Berechnung (oder Entscheidung) durchgefiihrt werden kann.

Beim Wortproblem haben wir schon gesehen, dass man unter
Ausnutzung der speziellen Typ-3 Eigenschaft mit einem DEA
wesentlich effizienter arbeitet als es uns im allgemeineren Fall
der Typ-1 Sprachen gelungen ist.

Zwar kénnen wir jede der eingefiihrten Darstellungsarten (DEA,
NEA, Typ-3 Grammatik, reguldrer Ausdruck) in jede andere

umrechnen, aber der Aufwand hierfiir ist mitunter ganz erheblich.

Daher ist die Komplexitit z.B. des Aquivalenzproblems unter
Umstanden sehr stark von der verwendeten Darstellung der
behandelten Sprache abhangig.
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