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Aufgabe 1: Euklidischer Algorithmus [10]
Berechnen Sie den grofiten gemeinsamen Teiler der folgenden Zahlen mit dem eukli-
dischen Algorithmus.

Wenden Sie das Lemma von Bézout an, um den ggT(a,b) in der Form am + bn dar-
zustellen.
Hinweis: Folgen Sie dem Beweis des Lemmas von Bézout.
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Aufgabe 2: Restklassenringe [15]
(a) Stellen Sie eine Additions- und Multiplikationstabelle fiir die folgenden Restklas-
senringe auf. Geben Sie jeweils die multiplikativ invertierbaren Elemente und ihre
jeweiligen Inversen an.

(i) Z/8Z
(i) Z/5Z
Hinweis: Die Operationen sind jeweils kommutativ.

(b) In der Vorlesung wurde die Relation = ( mod n) durch
k=l modn <= kel+nZ (1)
definiert. Die Menge k + nZ war dabei definiert als die Menge
k+nZ={.,k—2nk—nkk+nk+2nk+3n,..} (2)

Zeigen Sie, dass diese Relation tatsdchlich eine Aquivalenzrelation ist, also dass sie
reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

Aufgabe 3: Chinesischer Restsatz [15]
(A)[P] Geben Sie die Abbildung Z/4Z — Z/2Z.X 7./ 27, (x+4Z) — (z+27Z, x+27)an
Woran erkennt man, dass diese nicht bijektiv ist?

(a) Warum existiert ein Isomorphismus von Z/3Z x Z/AZ — 7/127 7 Geben Sie
einen solchen Homomorphismus mittels einer Wertetabelle an.

(b) Losen Sie die folgenden Systeme von Kongruenzen:

(1)

=2 mod3
r =1 mod 2
r =2modH
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(i)

22z = 0 mod 2
r = 2mod 4
z =3 mod b
r=3mod?7
(iii)
7x =1 mod 10
r—4=5mod6
3z =0mod9
(iv) [P]
z =1mod 4
z =3 mod 5
z=2mod 7
Aufgabe 4: Satz von Fermat [10]

Sei p eine ungerade Primzahl. Zeigen Sie fiir alle a € Z: a”? = a mod 2p.

Aufgabe 5: Kongruenzen in Monoiden [P] [0]
Sei M ein Monoid und R C M x M eine binidre Relation dariiber. In diesem Zusam-
menhang ist es iiblich s R ¢ statt (s,t) € R zu schreiben.

Eine solche Relation R heifit Kongruenz, wenn R eine Aquivalenzrelation (also re-
flexiv, transitiv und symmetrisch) ist und auBerdem s R s und ¢t R t' fiir alle
s,s',t,t' € M impliziert, dass st R s't’ gilt.

Mit [s]g (oder kurz [s]) bezeichnen wir die Aquivalenzklasse von s:
[slr={te M|s Rt}
Ferner bezeichnen wir mit M/R die Menge aller Aquivalenzklassen von R:
M/R ={[s]r | s € M}
Schlieflich definieren wir auf M /R folgende Verkniipfung:
[s]rlt]r = [st]r

(a) Zeigen Sie: Diese Verkniipfung ist wohldefiniert (d.h. das Ergebnis der Ver-
kniipfung ist eindeutig festgelegt).

(b) Zeigen Sie: M /R bildet mit obiger Verkniipfung ein Monoid.
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Sei ¥ = {a, b} und bezeichne ¥* das Monoid der endlichen Wérter iiber ¥ mit Kon-
katenation als Verkniipfung (genauer: ¥* ist das freie Monoid tiber ). Das neutrale
Element von ¥* ist dann das leere Wort, das wir mir ¢ bezeichnen.

Fiir ein Wort w € ¥* bezeichne |w|, die Anzahl der Vorkommen von a in w und |wl,
die von b.

Damit definieren wir auf >* die Relation ~ C >* x >* {iber
un~v <= |uly = |v|e und |ul, = |v],.

(c) Zeigen Sie: ~ ist eine Kongruenz.

Die Menge der natiirlichen Zahlen N = {0,1,...} bildet mit der Addition als Ver-
kniipfung ebenfalls ein Monoid. Mit N? bezeichnen wir das direkte Produkt dieses
Monoids mit sich selbst, d. h. das Monoid, dessen Element Paare natiirlicher Zahlen
sind, mit der Verkniipfung

(m,n)(m';n') = (m+m',n+n).

(d) Zeigen Sie: ¥*/~ ist isomorph zu N2
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