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Satz:

In endlichen zusammenhangenden planaren Graphen
mit n > 1 Knoten, m Kanten und f Facetten gilt

n—m-+f=2

(Als Facette bezeichnen wir hier eine zusammenhangende Flache, die von Kanten
berandet wird. Insbesondere ist das Auere immer eine Facette!)

Beweis: Wir fiihren eine Induktion iiber die Anzahl der Knoten

und der Kanten durch. Bei einem Knoten haben wir
n=1 m=0und f =1.

Sei nun G ein Graph mit n > 2 Knoten, m Kanten und f Facetten.
Die Induktionsvoraussetzung besagt, dass fiir alle zusammenhangenden
planaren Graphen mit n Knoten und weniger als m Kanten oder

mit weniger als n Knoten die Eulerformel erfiillt ist.
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[ Induktionsschritt ]

1. Fall: Der Graph habe Kreise, dann hat er auch einen einfachen
Kreis. Wir entfernen aus einem beliebigen einfachen Kreis eine
beliebige Kante. Dann erhalten wir einen Graph mit n Knoten,
m — 1 Kanten und f — 1 Facetten. Nach Ind.vorauss. gilt
n—(m-—1)+ (f —1) = 2. Aber dann folgt

n—m+f=n—(m-1)+(f—-1)=2.

2. Fall: Nun habe G keine Kreise. Dann muss ein Knoten mit
Grad 1 existieren. Wir entfernen diesen und seine einzige
Kante. Dann bleibt der Graph zusammenhangend und planar,
er hat nur noch n — 1 Knoten und m — 1 Kanten, aber die
Anzahl der Facetten andert sich nicht. Nach Ind.vorauss. gilt

(n—1)—(m—-1)+f =2,
woraus wieder direkt die Behauptung folgt.
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Die Eulerformel zieht einige wichtige Folgerungen nach sich:

1. Ein planarer Graph mit n > 3 Knoten hat hochstens
3n — 6 Kanten.

2. Ein planarer bipartiter Graph mit n > 4 Knoten hat
hochstens 2n — 4 Kanten.

3. In jedem planaren Graph gibt es mindestens einen
Knoten mit Grad kleiner oder gleich 5.

4. Der Ks und der K33 sind nicht planar.
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Der 1. Punkt ist einzusehen, wenn man bemerkt, dass jede
Facette durch mindestens 3 Kanten umrandet wird, aber jede
Kante an hochstens 2 Facetten anliegt. Also ist 3f < 2m, und

nach Eulerformel 6 =3n—-3m+3f <3n—-3m+2m=3n—m.

Bei bipartiten Graphen wird jede Facette von mindestens vier
Kanten umrandet, also gilt 4f < 2m bzw. 2f < m, und daher
4 =2n—-2m—+2f <2n—2m+ m=2n— m.

Fiir die dritte Behauptung bemerken wir, dass der durchschnitt-
liche Grad der Knoten 27'" ist, aber nach der 1. Folgerung gilt

2m 6”;12 < 6. Also muss es einen Knoten mit Grad kleiner

- S
als 6 geben.

Ks kann nicht planar sein, da hier n =5 und m = 10 gilt. Ware
der Graph planar, miisste gelten: 10 < 3.5 — 6 (Folgerung 1).

K33 bipartit, n =6 und m = 9. Es miisste 9 < 2.6 — 4 gelten.
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Eine Anmerkung zur Folgerung 3: Die Zahl 5 ist hier optimal
gewahlt. wie man am Beispiel des lkosaeders sehen kann — das
ist ein Graph mit 12 Knoten, die alle den Grad 5 haben!

Wir beenden den Graphen-Abschnitt mit dem folgenden Satz:

Satz: Ein Graph ist genau dann planar, wenn er keine

Unterteilung des Ks oder des K3 3 enthalt.

(Eine Unterteilung ist anschaulich das, was aus einem gegebenen Graph wird,
wenn man beliebig oft zusatzliche Knoten auf Kanten legt, wobei die
betroffene Kante in zwei Kanten zerteilt wird.)

Dies ist der Satz von Kuratowski.

Sein Beweis ist recht aufwandig und wird hier weggelassen.
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[ RSA: Das Verfahren j

Das nach seinen Autoren Rivest, Shamir und Adleman benannte
RSA-Verfahren ist ein asymmetrisches Verschliisselungsverfahren,
das in sehr vielen weit verbreiteten Systemen angewendet wird.

Bob (B) soll eine Nachricht an Alice (A) schicken.
Vorbereitungen durch Alice:

Wahle grole Primzahlen p und g mit p < q.
(Das ist moglich, wie wir spater sehen werden.)
Berechne n = p - q.

Setze p(n) = (p — 1)(g — 1), wahle e > 1 mit ggT(e, p(n)) = 1.

Benutze hierbei

Berechne Zahl s < n mit e - s = 1 mod ¢(n). ( den Euklidischen)

: . : Algorithmus!)
Alice veroffentlicht das Paar (n, e).
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