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Wie schnell wachst die Fakultatsfunktion?
Man kann leicht zeigen: log(n!) € ©(nlog n)
) . n\a | n
denn fiir alle n > 2 gilt: (5)2 < n<n
und daraus folgt die obige Behauptung.
Es gilt aber auch: e- (3)" < nl <n-e-(3)"
(Der Beweis folgt gleich...)
Und sogar: n! ~+/27mn-(3)"
(Stirling-Formel - hier ohne Beweis)
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Zu zeigen ist:
e-(2)"<nl<n-e-(2)

Es gilt In(n!) = In(2) 4+ In(3) + - - - 4 In(n), also kann das

Integral [ In(x)dx nach oben durch In(n!) und nach unten
1

durch In((n — 1)!) abgeschatzt werden.

Die Stammfunktion von In(x) ist xIn(x) — x 4+ ¢, damit
erhalten wir fiir das Integral den Wert

nin(n) —n+1
und daher: (n—1)I< gnin(n)—ntl ~ |
bzw. (n—1<e-(3)"<n!
\_ woraus man direkt die Behauptung ableiten kann. y
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Wir interessieren uns hauptsachlich fiir Koeffizienten der Form (zn”)
an n n
bzw. fiir (LgJ) oder ([31)'
BeaChte hierbei: Z (Z) = 2n Warum ist das so?
k
Damit kdonnen wir schlieBen, dass diese Binomialkoeffizienten im
~Durchschnitt” von der Grolenordnung 2—nn sind.
Das ergibt den folgenden Satz:
Satz: Fiir n > 3 gilt:
n o n 2"
(12)) = (129) > 3
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Zunachst definieren wir fur naturliche Zahlen n:
kgV(n) = kgV(2,...,n).
Dann gilt: keV/(n) — 5 ongp(n)J
p<n, pprim
Satz: kgV(n) > 21
Flr den Beweis brauchen wir ein Zwischenresultat:
Lemma: Firalle mne Nmit 1 <m < ngilt:
m(") teilt kgV/(n)
\_ J
\_ Einheit 32 — Folie 32.4 - 16.01.2020




(" Theoretische Informatik Il (Winter 2019/20) Prof. Dr. Ulrich Hertrampf )
4 )
[ Beweis des Lemmas ]
1
Wir betrachten des Integral | = [ x™ (1 — x)"~™dx.
0
Es gilt x™ (1 —x)"™ =Y (=1)(" ™) x" 1tk
k
1
Also | — ;(_1)k(nkm) Ome—H—kdX — ;(_Uk(nkm)ﬁ
Daher ist | - kgV/(n) eine Summe ganzer Zahlen, und folglich aus Z,
aber der Wert ist offensichtlich positiv, damit ist er aus N.
Zeigen wir jetzt, dass | = ﬁ gilt, dann ist das Lemma bewiesen.
Wir fuihren eine Induktion tiber die GrolRe n — m durch.
Induktionsanfang m =n
1. 1 _ 1
fxm dx = — = ()
- 0 " Y
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Fiir den Induktionsschritt benutzen wir partielle Integration:
[uv=uv—[Vu
Wir setzen u= 2x™ und v = (1 — x)"™™.
Dann folgt v/ = x™ ! und v/ = —(n — m)(1 — x)"—m~1,
Aufgrund unserer Wahl gilt | = [ v'v = uv — [ v/u und
mit u(1) - v(1) = u(0) - v(0) = 0 folgt:
1
m
0 1
— n—m fx(m"‘l)_l(]_ _X)”_(”H‘l)dx Nutze Induktions-
m 0 voraussetzung
_ nh—m 1 _ 1
mo(m) () m(n)
Damit ist das Lemma bewiesen. y
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