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[ kgV: Zum Beweis des Satzes )

Wir wollen zeigen, dass fiir n > 3 gilt: kgV/(n) > 2"1.
Klar ist: (( W) > 2 also folgt 2 - (( W) > on—1

Mit dem Lemma erhalten wir nun:
kgV(n) > [5] - ([ 1) > 2 ((”W) > on—1

Tatsachlich gilt sogar:
2" < kgV/(n) < 41

Die erste Ungleichung ist etwas schwerer zu zeigen als unser Satz,
und sie gilt tatsachlich auch erst ab n = 7.

Benutze hier 2 < m <n = kgV/(n) teilt kgV(m) - (). Leic;reteznu
Es folgt kgV(2m) < kgV(m) - (°7) < kgV/(m) - 4™ < 42m~1

Der Fall fiir ungerade Zahlen geht ahnlich - bitte selbst versuchen...

~

~

Einheit 33 — Folie 33.1 — 16.01.2020

J




-

Theoretische Informatik Il (Winter 2019/20)

Prof. Dr. Ulrich Hertrampf

-

-

[ Primzahldichte j
Wir setzen m(n) = Anzahl der Primzahlen p mit 1 < p < n.
Es gilt kgV(n)= [ plee< 1 n=n,
p<n, pprim p<n, pprim

Und mit kgV/(n) > 2" folgt hieraus fiir alle n > 4

m(n) > 2

— logs, n
Andererseits wissen wir:

[[ p<kgV(n)<4ar!
p<n, pprim

und fir alle t < n

gr(n)—m(t) < I p < kgV(n) < 4"
t<p<n, pprim
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[ Primzahldichte, Fortsetzung )

Wir hatten: tw(n)—w(t) < H p < kgV(n) < 4N — 92n
t<p<n, pprim

Es folgt:

(m(n) — mw(t)) - logy, t < 2n
Also:

m(n)-log,t <2n+ m(t)-logyt <2n+t-log,t
Und damit:

()<|og2 + t

Nun setzen wir t = W und erhalten

2n n
( ) < log, n—2log, log, n T (log, n)?

Schliellich stellen Wir fest, dass der letzte Ausdruck asymptotisch

gegen die Summe |og2n + (IO {Tog, 72 strebt, die nach oben durch

% abgeschatzt werden kann.
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[ Satz liber die Primzahldichte ]

Wir fassen das gezeigte in einem Satz zusammen:

Satz: _n_ < 7T(I7) < (24¢)n

logs n

Tatsachlich weill man, dass 7(n) asymptotisch wachst wie

_n_
In n

n
log, n

= log, e-

Dabei ist log, e ungefahr der Wert 1,4.
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[ Bertrand'sches Postulat

)

Der folgende Satz wird als das Bertrand'sche Postulat bezeichnet:

n<p<?2n

Satz: Fir alle n > 1 existiert eine Primzahl p, so dass

Fir n < 4048 kann man das durch Anschauen der Liste aller

Primzahlen bis zu diesem Wert leicht tiberpriifen.

Sei nun also n > 4048.

Wir schreiben n = [T p®(") und verwenden n(*7)|kgV/(2n).
p

Es folgt e,((°")) < ep(kgV/(2n)) < log,,(2n), also pep((znn)) < 2n.
Also gilt fiir jede Primzahl p mit p > v/2n, dass ep((2n”)) € {0,1}.
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[ Bertrand'sches Postulat (Forts.) j

Fiir jede Primzahl p mit p > v/2n gilt e,((°")) € {0,1}.
Aber wenn %n < p < n, dann ist sogar nur die 0 moglich!

Es folgt: 52 < (%) < ([12n)- (ITp) - (I1p).
Hierbei |auft das erste Produkt tiber alle p < v/2n, das zweite iber
V2n < p < %n und das letzte tiber n < p < 2n.

Daher folgt 22" = 4" < 2n - (2nvV2"—1 WELS p.
g
n<p<2n

Nun setzen wir m = 2n und teilen durch 2™. Das ergibt:
1<mvm.275m. ] p
n<p<2n

bzw. 2%m—\/ﬁlogm < H p Bei geniigend groBem m ist

N n<p<2n die linke Seite groRer 1
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