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[ Aufgabe 2.1 (a) ]

Beweis der Bernoulli-Ungleichung:

(14+x)"> 1+ nx fiirx>—1.n>0

Wir beweisen das (natiirlich) per vollstandiger Induktion:
Induktionsanfang (n = 0):
(14+x) =1 1+0-x=1 passt!
Induktionsschritt (n > 1):
(14+x)"=1+x)(1+x"1)>1+x)(1+(n—1)x) =
=14+ nx+(n—1)x? > 1+ nx
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[ Aufgabe 2.2 ]
Gegeben seien zwei sortierte Sequenzen der Lange n,
ap <axy<---<ap b1 < by <--- < by
sowie eine Permutation 7 auf den Zahlen {1,... n}. Damit sei

5(m) = ; a; by (i)

Man soll zeigen, dass fiir 7 = id der Wert S(7) maximal wird,
und fiir die Permutation m = p mit p(i/) = n+ 1 — i minimal.

Losung:

Es seien w1 und 7 zwei Permutationen, die tiberall tiber-
einstimmen, aulser an den Stellen 7 und / + 1. Dort gelte:
m1(i) = mo(i + 1) und w1 (i + 1) = mo(i).
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[ Aufgabe 2.2 (Forts.) J
Damit ergibt sich:
5(ma) — S(m) = Z ajbry(; Z ajbr (;
= ajbq,(i) + 3i—|—1b7r2(i+1) — 3ib7r1(i) — 3j+1bx,(i41)
= 3jbr,(i41) T Ai+1Dbx; (i) — Aibry(i) — i+1bmy(ix1)
(al—l—l )(bm( ) b7r1(i—|—1))
Da a; 1 — a; > 0 gilt, heilst das:
Falls by, (jy = by, (it+1) > 0, dann ist S(m2) — S(71) > 0.
Damit ist klar: Wenn man, ausgehend von einer beliebigen Per-
mutation 7, durch sukzessives Vertauschen benachbarter Elemente
des b-Feldes zu einer Sortierung kommt (also zu m = id), dann
ist am Schluss S(7) maximal. Minimalitat von 5(p) folgt analog. | )
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Im Abschnitt 2.2 wurden folgende Begriffe eingefiihrt:
Fakultatsfunktion n! = [ i.
i=1
Binomialkoeffizienten (Z) = k!-(g!—k)!'
kgV(n) = kgV(2,...,n)
Primzahl-Zahlfunktion 7(n) = [{p < n | p ist Primzahl}|.
Primzahlzertitikat
L Bertrand-Postulat
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[ Resultate (1) ]

Abschatzung der Fakultatsfunktion, gezeigt:
e-(g)"<nl<n-e-(3)"
und ohne Beweis: Stirling-Formel n! ~ /2mn - (7)"

Integralmethode fiir Abschatzungen
Durchschnittswert (bzgl. k) der Binomialkoeffizienten () ist 2.

Maximale Binomialkoeffizienten (fiir festes n) sind bei k ~ 7.
Und deshalb gilt:

~
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Es gilt kgV/(n) >2""* und m- () teilt kgV/(n).
Fiir alle n > 7 gilt: 2" < kgV/(n) <41,
Primzahldichte:
(2+¢)n
Iognz n < 7'('(/7) < log, n
(Die tatsachliche Primzahldichte ist rund kl);z’;,)
Bertrand'sches Postulat:
Fiir alle n > 1 existiert eine Primzahl p mit n < p < 2n.
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