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Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, Gleichverteilung

)

Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum ist eine Menge €2,
(endlich oder abzdhlbar), zusammen mit einer Abbildung

Pr:Q — [0, 1] mit Z Pr[w] _ 1

wel)

Fiir ein w € Q nennt man Pr(w) die

Wahrscheinlichkeit von w.

Wichtiger Sonderfall:
Wenn €2 endlich ist und fiir alle w € Q gilt: Pr|w] = ﬁ

dann spricht man von einer Gleichverteilung.
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[ Ereignisse, Zufallsvariablen j

Als Ereignis bezeichnet man eine Teilmenge A C Q.
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis A eintritt, ist
PrlAl = >  Pr|w]
wWEA
Im Fall der Gleichverteilung ist Pr{w] = ﬁ fir alle w, also:

Al Anzahl , gute” Falle
PriAl = S L = A _ £
[A] };A Qf — [Qf Anzahl aller Fille

Eine Zufallsvariable ist eine Abbildung

X: Q=R

. J
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[ Erwartungswert )
Fir eine Zufallsvariable X : Q — R definieren wir den
Erwartungswert E[X] wie folgt:
EX]= > X(w) - Prw]
wel
Bei endlichem €2 ist diese Summe immer definiert. Dagegen
muss man in unendlichen Wahrscheinlichkeitsraumen hierbei
absolute Konvergenz verlangen!
Fiir Gleichverteilung ergibt sich: E[X]| = ﬁ -y X(w)
we
Ein Ereignis A kann als Zufallsvariable interpretiert werden, indem
wir es mit der durch die charakteristische Funktion x4 definierten
Zufallsvariable identifizieren. (Hier: xa(x) =1 fiir x € A, xa(x) = 0, sonst)
Dann gilt: - priA] = ¥ Prlw] = 3 xa(w) - Prlw] = E[xal
\_ wEA well )
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[ Wahrscheinlichkeit von X = x J

Fir eine Zahl x € R und eine Zufallsvariable X bietet es sich an,
das folgende Ereignis zu betrachten:

{we Q| X(w)=x} = X_l(x)
Dieses Ereignis nennen wir , X = x" und erhalten:

PriX = x] = PriX~(x)] = Prl{w € Q | X(w) = x}]

Damit kann man den Erwartungswert fiir X auch als die
folgende Summe angeben:

E|X] = %RX - Pr[X = x]

Natirlich kommen in dieser Summe nur hochstens
\_ abzahlbar viele von Null verschiedene Summanden vor. )
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[ Markov-Ungleichung j

Ein wichtiges Hilfsmittel bei Aussagen liber Wahrscheinlichkeiten
ist die Markov-Ungleichung:

Satz: Sei X eine Zufallsvariable mit X(w) > 0 fiir
alle w € €, und sei E[X] > 0. Dann gilt:

VA>0: Pr[X >\ E[X]] <3

Also vollig unabhangig davon, welches Zufallsexperiment wir
gerade betrachten: Dass man zufallig tiber das Doppelte des
Erwartungswertes hinauskommt, wird hochstens mit 50 Prozent
Wahrscheinlichkeit passieren. Und den Erwartungswert ver-
zehnfachen kann man hochstens mit einer Wahrscheinlichkeit

\_von einem Zehntell Y,
Einheit 35 _ Folie 35.5 — 23.01.2020
\_ J




~

~

(" Theoretische Informatik Il (Winter 2019/20) Prof. Dr. Ulrich Hertrampf
-
[ Beweis der Markov-Ungleichung j
Wir haben streng genommen noch nicht definiert, was
Pr[ X > AE[X]] tiberhaupt bedeutet.
Es ist Pr[A] fiir die Menge A = {w € Q | X(w) > MAE[X]}.
Damit konnen wir nun die Markov-Ungleichung beweisen:
E[X]= > X(w): Prlw] > > X(w)- Prlw] >
well wel
X(w) > ME[X]
SN NE[X] - Prlw] = AE[X] - Pr[X > AE[X]]
wel
X(w) > AE[X]
Division beider Seiten durch A\E[X] gibt das gewiinschte Ergebnis.
\-
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