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[ Linearitat des Erwartungswertes ]

Fiir zwei Zufallsvariablen X und Y und zwei reelle Zahlen a, b
kann man eine weitere Zufallsvariable aX + bY definieren durch

(aX +bY)(w)=a-X(w)+b-Y(w)

Hierbei handelt es sich also um eine Linearkombination der beiden
gegebenen Zufallsvariablen X und Y. Auch aX + bY ist dann
eine Funktion von €2 nach R.

Der Satz sagt, dass der Erwartungswert einer Linearkombination
als Linearkombination der Erwartungswerte zu berechnen ist:

Satzz: E[aX +bY]|=a-E[X]+ b E[Y]
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Es gilt

E[aX + bY] = %:Q(aX + bY)(w)Pr|w]

= Y (aX(w) + bY (w))Pr|w]

weld
= a( 2 X(w)- Prlw]) +b( 2 Y(w)- Prlw])
wes wel

= a2-E[X]+b- E[Y]
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Unabhangige Zufallsvariablen j

Es seien X, Y : Q — R zwei Zufallsvariablen. Wir sagen, dass

X und Y unabhingige Zufallsvariablen sind, falls

Vx,y e R:

Satz: Fiir unabhangige Zufallsvariablen X und Y gilt:

PriIX =xANY =y|]=Pr[X =x]-PrlY =y]

E[X - Y] = E[X] - E[Y]

Der Beweis ergibt sich direkt aus der Definition der Unabhangigkeit von
X und Y; die Details bleiben den interessierten Teilnehmern tiberlassen.
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[ Varianz j

Als Varianz der Zufallsvariablen X bezeichnet man den
Erwartungswert des Quadrats der Differenz von X und E[X]:

Var[X] — E(X o E[X])Q] Quadrat ausrechnen
_ Y2 2
_ EX —2- E[X] X+ E[X] ] Erwartungswert linear
= E[X?] —2-E[X]-E[X]+ E[X]?
— E[X?] — E[X]?

Insbesondere kann man daraus schlielBen, dass der
Erwartungswert des Quadrats mindestens so grols ist wie
das Quadrat des Erwartungswerts.
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Satz: Wenn X und Y unabhiangige Zufallsvariablen sind,
dann gilt:
Var[X + Y| = Var[X] + Var[Y]
Beweis: Wir miissen benutzen, dass E[XY] = E[X] E[Y] gilt:
Var[X + Y] = E[(X + Y)?] — E[X + Y]?
= E[X? +2XY + Y?] — (E[X] + E[Y])?
= E[X?] + 2E[X]E[Y] + E[Y?]
—E[X]? — 2E[X]E[Y] — E[Y]?
= E[X?] — E[X]? + E[Y?] — E[Y]?
_ = Var[X] 4 Var[Y] P
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[ Aufgabe 3.1 j
Ein Jager hat Treffsicherheit 50%. Wie grol} ist die
Wahrscheinlichkeit, dass er bei 10 Schiissen mindestens
dreimal trifft?
Losung:
W 'keit, dass er 10 mal daneben schiel3t: 2%0
W'keit fir 9 mal daneben und einmal treffen: ;T%
W 'keit fiir 8 mal daneben und zweimal treffen: 24T50
In allen (ibrigen Fallen trifft der Jager mindestens dreimal.
Also ergibt sich: 21;+056 — %, das heillt fast 95%.
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