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[ Saturierte Binarbaume j

Informell sind saturierte Bindrbaume Baume, bei denen jeder
Knoten entweder zwei Nachfolgeknoten hat (innere Knoten)

oder gar keinen Nachfolgenknoten (Blatt). Formaler:

1) Ein einzelner Knoten ist saturierter Binarbaum der Héhe 0. Er

hat keine inneren Knoten, aber ein Blatt (zugleich die Wurzel!).

2) Sind T7 und T, saturierte Bindrbaume mit Knotenmengen V;
bzw. V5, wobei Vi N Vo =0 und v € Vi U Vs, dann bildet das
Tripel (v, T1, T2) einen neuen saturierten Bindarbaum mit der
Wourzel v, linkem Teilbaum T7 und rechtem Teilbaum T5.
Innere Knoten des neuen Baums sind v und die inneren Knoten
von T71 und T, die Hohe ist 1 plus das Maximum der Hohen
beider Teilbaume. Blatter sind diejenigen beider Teilbaume.

Achtung: Die Reihenfolge der Teilbdume ist hier von Bedeutung.
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[ Allgemeine Binarbaume j

Ein Binarbaum ist ein Baum, bei dem jeder Knoten maximal
zwei Nachfolgeknoten hat. Formal kann man das so definieren:

Ein Binarbaum entsteht aus einem saturierten Binarbaum durch

Weglassen aller Blatter. Insbesondere ist auch der leere Graph
ein Binarbaum.

Geht man von den saturierten Binarbaumen auf diese Weise zu
allgemeinen Bindrbdumen iber und fligt dann wieder an jeden
freien Platz" ein Blatt an, so erhdlt man den urspriinglichen
Bindrbaum. Umgekehrt geht das ebenso. Daraus erhalten wir eine
1:1 Korrespondenz zwischen Binarbaumen mit n Knoten und
saturierten Bindrbaumen mit n inneren Knoten.

Beachte zusatzlich: Ein saturierter Binarbaum mit n inneren
Knoten hat n + 1 Blatter, insgesamt also 2n + 1 Knoten.
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[ Beispiele j
Wir zeigen einen saturierten Binarbaum mit zugehorigem allgemeinem Binarbaum:
Bitte beachten: Die folgenden Baume zahlen wir als 4 verschiedene Binarbaume.
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[ Anzahl verschiedener Binarbaume J
Wir wollen eine Formel, die besagt, wieviele verschiedene Binar-
baume mit n Knoten es gibt. Wegen der 1:1 Korrespondenz ist
es hinreichend zu untersuchen, wieviele saturierte Binarbaume
mit n inneren Knoten (und n+ 1 Blattern) es gibt.
Satz: Die Anzahl saturierter Binarbaume mit
n inneren Knoten ist C,,.
Hierbei ist C,, die n-te Catalan-Zahl, d.h. C, = ?11 (2n”) — 2n1+1 (2”:1).
Fiir den Beweis benutzen wir die Tatsache, dass C, = |E,| gilt,
wobei E, die Menge der Worter der Lange 2n + 1 ist, die aus
Dyck-Woértern durch Anhangen eines b entstehen.
\__ J
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[ Beweis des Satzes j

Wir definieren induktiv eine Abbildung von der Menge E, in die
Menge der saturierten Bindarbaume mit n inneren Knoten. Auf
Grund der Bijektivitat dieser Abbildung ist damit der Beweis
komplett.

n = 0: Das einzige Wort in Eg ist das Wort b, dem wir den einzigen saturierten
Binarbaum ohne innere Knoten, bestehend nur aus der Wurzel, zuordnen.

Nun sei also n > 0:

Jedes Wort in E, ist von der Form aubvb fiir Dyck-Worter u und v; und diese
Zerlegung ist eindeutig. (Bitte liberpriifen Sie die Richtigkeit dieser Behauptung!)

Jetzt liegen die Teilworter ub und vb auch jeweils in einem E,; mit m < n. Sei

also ub € Epy, und vb € Epy,. Dann gehort zu ub induktiv bereits ein saturierter
Binarbaum T7 mit my inneren Knoten, zu vb ein To mit m> inneren Knoten.

Wir beachten noch, dass ub die Lange 2m;1 + 1 und vb die Lange 2m> + 1 hat.
Das gesamte Wort aubvb hat damit Lange 2(m1 + m2) +3 =2(m; + mo + 1) 4 1.
Daher gilt n = m1 + my + 1.
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[ Abschluss des Beweises )

Dem Wort aubvb ordnen wir jetzt den saturierten Binarbaum

(v, T1, T2) zu (mit einem neuen Wurzelknoten v und disjunkten
Teilbdumen T7 und T):

Die Wohldefiniertheit der konstruierten Abbildung folgt aus der Eindeutigkeit der
Zerlegung des Ausgangswortes in aubvb mit Dyck-Wortern u und v. Injektivitat
und Surjektivitat sind leicht mit Induktion einzusehen.
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