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Zunachst definieren wir fiir natiirliche Zahlen n:
kgV(n) = kgV(2,...,n).
Dann gilt:
: kgV(n)= T] pless(o)
p<n, pprim
Satz: kgV(n) > 21
Fiir den Beweis brauchen wir ein Zwischenresultat:
Lemma: Firalle m;ne N mit 1 < m < ngilt:
m(") teilt kgV(n)
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( Beweis des Lemmas J
1
Wir betrachten des Integral / = [ x™~1(1 — x)"™ Mdx.
0
Es gilt Xm—l(l _ X)n—m — Z(fl)k(n;m)xm_“_k.
K
1
Also | =Y (=1)K(",™) [xm1Tkdx = Z(*l)“n;m)ﬁ
k 0 k
Daher ist | - kgV/(n) eine Summe ganzer Zahlen, und folglich aus Z,
aber der Wert ist offensichtlich positiv, damit ist er aus N.
Zeigen wir jetzt, dass | = ﬁ gilt, dann ist das Lemma bewiesen.
Wir fiihren eine Induktion iiber die GréBe n — m durch.
Induktionsanfang m = m
m—1 1 _ 1
[xmdx == = (7}
. 0 "
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Fiir den Induktionsschritt benutzen wir partielle Integration:
Juv=uv— [Vu
Wir setzen u = —x™ und v = (1 — x)"™™,
Dann folgt v = x™ Y und v/ = —(n — m)(1 — x)"~™"1.
Aufgrund unserer Wahl gilt | = [ /v =uv — [ v/u und
mit u(1) - v(l) (O) v(0) = 0 folgt:
L
(m+1)— 1( )n—(m+1)dX
o 1
)”*(m+1)dx Nutze Induktions-
0 voraussetzung
— n—m 1 _ 1
mo(mi)(,)  m(n)
Damit ist das L bewiesen.
(_ Damit ist das Lemma bewiesen y

-
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Wir wollen zeigen, dass fiir n > 3 gilt: kgV/(n) > 2771,

Klar ist: ((,%H) > 2—”" also folgt % - ([ 1) > on—1

Mit dem Lemma erhalten wir nun:
kgV(n) > 131 (13)) = 3 (j3y) = 2"

Tatsachlich gilt sogar:

2" < kgV/(n) < 4n-1
Die erste Ungleichung ist etwas schwerer zu zeigen als unser Satz,
und sie gilt tatsachlich auch erst ab n = 7.
Benutze hier § < m < n = kgV/(n) teilt kgV(m)- (). Leics::]ezr:‘
Es folgt kgV(2m) < kgV/(m) - (%:7) < kgV(m)-4m < 42m-1

Der Fall fiir ungerade Zahlen geht dhnlich - bitte selbst versuchen...

\
\

Einheit 29 — Folie 29.4 — 28.01.2021 )/




(_  Theoretische Informatik 111 (Winter 2020/21) PD Dr. Manfred Kufleitner )
4 7
Wir setzen 7(n) = Anzahl der Primzahlen p mit 1 < p < n.
Esgilt kgV(n)= [ pl&rl< I n=n0.
p<n, pprim p<n, pprim
Und mit kgV/(n) > 2" folgt hieraus fiir alle n > 4:
n
ﬂ-(n) 2 log, n
Andererseits wissen wir:
[l p<kgV(n)<ar!
p<n, pprim
und fur alle t < n
gr(n)—m(t) < I1 p < kgV(n) < 4"
t<p<n, pprim
NS _J
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Wir hatten: tﬂ(n)frr(t) < H p < kgV(n) < 4N — 92n
t<p<n, pprim

Es folgt:

(m(n) —m(t)) - logot < 2n
Also:

m(n)-logyt <2n+m(t)-logyat <2n+t-log,t
Und damit: on

m(n) < g, T 1
Nun setzen wir t = -~—"—5 und erhalten

(loga n)

2n n
7r(n) < log, n—21log, log, n + (log, n)?

SchlieBlich stellen wir fest, dass der letzte Ausdruck asymptotisch
gegen die Summe bﬁ% + m strebt, die nach oben durch
(2+e)n

Yogo 1 abgeschitzt werden kann.
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[ Satz iiber die Primzahldichte j
Wir fassen das gezeigte in einem Satz zusammen:
Satz: |ogn2n < 7r(n) < (f;s)nn
Tatsachlich weill man, dass 7(n) asymptotisch wachst wie
o= = log,e- @
Dabei ist log, e ungefahr der Wert 1,4.
Einheit 29 ~ Folie 29.7 — 28.01.2021 /j
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Der folgende Satz wird als das Bertrand’'sche Postulat bezeichnet:
Satz: Fiir alle n > 1 existiert eine Primzahl p, so dass
n<p<2n
Fir n < 4048 kann man das durch Anschauen der Liste aller
Primzahlen bis zu diesem Wert leicht liberpriifen.
Sei nun also n > 4048.
Wir schreiben n =[] p®(" und verwenden n(*")|kgV/(2n).
P
Es folgt ep((zn")) < ep(kgV(2n)) < log,(2n), also pep((znn)) < 2n.
L Also gilt fiir jede Primzahl p mit p > +/2n, dass ep((zn")) € {0,1}. )
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Fiir jede Primzahl p mit p > v/2n gilt ,((*")) € {0,1}.
Aber wenn %n < p < n, dann ist sogar nur die 0 mdglich!

Es folgt: 37 < (%) < (I12n) - (I1p) - (T1 p).
Hierbei lauft das erste Produkt tiber alle p < +/2n, das zweite liber
Von<p< %n und das letzte iiber n < p < 2n.

Daher folgt 220 — 4N < 2p . (2nm—1) . 4%” - II p
n<p<2n

Nun setzen wir m = 2n und teilen durch 2™. Das ergibt:
1<mV™.275m. [ p
n<p<2n

bzw. 2%m—\/mlogm < H p Bei geniigend groRem m ist

n<p<2n die linke Seite groRer 1

~
~
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[ Aufgabe 2.1 (a) ]
Beweis der Bernoulli-Ungleichung:
(1+x)”21—|—nx firx>-1,n>0
Wir beweisen das (natiirlich) per vollstandiger Induktion:
Induktionsanfang (n = 0):
(1+x)0°=1 1+0-x=1 passt!
Induktionsschritt (n > 1):
(14+x)" =1 +x)(1+x"1) > (1 +x)(1+(n-1)x) =
=1+nx+(n—1)x2>1+ nx
- J
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[ Aufgabe 2.2 ]
Gegeben seien zwei sortierte Sequenzen der Lange n,
a<a<--<a, by < by <---< by
sowie eine Permutation 7 auf den Zahlen {1,..., n}. Damit sei
n
S(ﬂ-) - Z aibﬂ'(i)
i=1
Man soll zeigen, dass fiir 7 = id der Wert S(7) maximal wird,
und fiir die Permutation 7 = p mit p(i) = n+ 1 — i minimal.
Losung:
Es seien 71 und 7> zwei Permutationen, die tiberall tiber-
einstimmen, auRer an den Stellen / und i + 1. Dort gelte:
m1(i) = m2(i + 1) und 71 (i 4+ 1) = mo(i).
J
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[ Aufgabe 2.2 (Forts.) ]

Damit ergibt sich:
5(77-2) ( ) Z aj m2(J Z aj m1(J

= b, (i) + 3i+1b7rz(i+1) - aibm(i) = ait1bry(i41)
= ajbry(iy1) T Ai+1bry (i) — 3ibry (i) — Ai+1bry(i11)
= (ai+1 — 3i)(bry(i) = bri(i+1))
Da aj11 — a; > 0 gilt, heilt das:
Falls bﬂ_l( ) — b, (i+1) > 0, dann ist 5(7T2) — 5(7T1) > 0.

1
Damit ist klar: Wenn man, ausgehend von einer beliebigen Per-
mutation 7, durch sukzessives Vertauschen benachbarter Elemente
des b-Feldes zu einer Sortierung kommt (also zu 7 = id), dann

ist am Schluss S(7) maximal. Minimalitat von S(p) folgt analog.

~N
~
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[ Zusammenfassung: Begriffe ]
Im Abschnitt 2.2 wurden folgende Begriffe eingefiihrt:
n
Fakultatsfunktion n! = [ /.
i=1
Binomialkoeffizienten (Z) = #Lk)'
kgV(n) = kgV(2,...,n)
Primzahl-Z3hlfunktion w(n) = [{p < n| p ist Primzahl}|.
Primzahlzertifikat
L Bertrand-Postulat )
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[ Resultate (1) ]
Abschiatzung der Fakultdtsfunktion, gezeigt:
e-(2)"<nl<n-e-(2)
und ohne Beweis: Stirling-Formel n! ~ v/27wn-(Z)"

Integralmethode fiir Abschatzungen

Durchschnittswert (bzgl. k) der Binomialkoeffizienten () ist %

Maximale Binomialkoeffizienten (fiir festes n) sind bei k ~ 3.
Und deshalb gilt:

- J
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[ Resultate (2) ]
Es gilt kgV/(n) >2""" und m- () teilt kgV/(n).
Fiir alle n > 7 gilt: 2" < kgV/(n) < 471,
Primzahldichte:
n (2+¢)n
log, n = 7‘—(”) = log, n
(Die tatsachliche Primzahldichte ist rund égt’,’,)
Bertrand'sches Postulat:
Fiir alle n > 1 existiert eine Primzahl p mit n < p < 2n.
- J
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