Theoretische Informatik 111 (Winter 2020/21) PD Dr. Manfred Kufleitner

&

.

( Catalan-Zahlen )

Wir haben schon gesehen, dass die groften Binomialkoeffizienten
die der Form (zn”) sind. Aus diesen werden die Catalan-Zahlen

auf zwei Arten gebildet:

Definition: Die n-te Catalan-Zahl C, ist definiert als

C,,:L(Q”)— 1 (2n+1)

n+1

n/) ~— 2n+1 n

Bitte liberzeugen Sie sich, dass beide Definitionen tatsichlich tibereinstimmen!
Mit Hilfe der Stirling-Formel kann man aus der Definition folgende
asymptotische Abschitzung fiir die Catalan-Zahlen gewinnen:

4n
C” ™~ n/mn
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~
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Besondere Bedeutung haben Catalan-Zahlen im Zusammenhang

mit den sogenannten Dyck-Woértern:

Dyck-Woérter sind Woérter iiber einem Alphabet, das aus
zwei Zeichen (einer ,,6ffnenden Klammer" a und einer
,schlieBenden Klammer” b) besteht, wobei das gesamte

Wort jeweils einen korrekten Klammerausdruck darstellt.

Einige Beispiele fiir Dyck-Worter:
aababbab  ababab  aabaabaababbbb  abaabbabab
Dagegen ist abba kein Dyck-Wort.  Wwarum nicht?

Wir brauchen eine formale Beschreibung, die genau festlegt,
welche Wérter Dyck-Woérter sind!
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Ein Dyck-Wort ist ein Wort w, das aus 6ffnenden und schlieRenden
Klammern gebildet ist und die folgenden Bedingungen erfiillt:
1) w enthilt gleich viele 6ffnende wie schlieBende Klammern.
2) In jedem Préafix von w sind mindestens so viele 6ffnende
wie schlieBende Klammern.
Aus 1) folgt, dass Dyck-Worter immer gerade Lange haben.

Mit D, wird die Menge aller Dyck-Wérter der Lange 2n bezeichnet
Es gilt:

Satz: |D,| = C, firallen>1

\
\

Einheit 33 — Folie 33.3 — 10.02.2021

J




(_  Theoretische Informatik 11l (Winter 2020/21) PD Dr. Manfred Kufleitner )
)

(b )

Wir definieren zunichst zwei weitere Mengen, E,, und W,:
E,=D,b={wb|we D,}
W, ={w € {a,b}*>" 1 | |lwlo=nA|w|p=n+1}
Dann gilt |E,| = |Dp| und E, C W,,.

AuBerdem hat W, genau (*"1) = (2n+1) - C, Elemente.

Wir wollen jetzt zeigen, dass die folgende Gleichung gilt:
(Wa| = (2n+ 1) - [E,

Daraus folgt dann direkt |D,| = |E,| = TlJrl\Wn| = C,.

- J
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Ein Klammergebirge fiir ein Wort in {a, b}* erhalten wir, wenn
wir graphisch jeden Buchstaben a als Aufstieg um 1, und jedes
b als Abstieg um 1 darstellen:

2 Klammergebirge fiir das

1 Wort abbabbaaabb, das
zu W, gehort, aber nicht

0 zu Ej.

-1

-2

abbabbaaahbhb
Die Klammergebirge fiir Worter aus W, beginnen immer auf der
Null-Linie und enden auf der (-1)-Linie.
Bei Wortern aus E, wird dabei die Null-Linie erst beim letzten
L Buchstaben erstmals unterschritten!
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Wir behaupten nun, dass zu jedem Wort w € W,, genau ein
Wort aus E, existiert, das aus w durch eine zyklische Shift-
Operation hervorgeht. Da |w| = 2n + 1 gilt, folgt hieraus
die Behauptung!

Sei d < —1 die minimale Hohe, die im Klammergebirge zu w
erreicht wird. Sei u der Teil des Wortes w bis zum erstmaligen
Erreichen dieser Hohe, v der Rest. Das heillt, w = uv.

Das Klammergebirge zu vu kann im v-Teil die Null-Linie nicht
unterschreiten, und im u-Teil auch erst ganz zum Schluss!

Beginnen wir das geshiftete Wort an irgendeiner anderen Stelle,
dann unterschreitet das Klammergebirge die Null-Linie in dem
Moment, in dem das Ende von v erreicht wird.

Daher ist vu ein Wort aus E,,, aber die iibrigen 2n aus w durch
zyklischen Shift erhiltlichen Wérter sind nicht in E,.
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Informell sind saturierte Bindrbdume Baume, bei denen jeder
Knoten entweder zwei Nachfolgeknoten hat (innere Knoten)
oder gar keinen Nachfolgenknoten (Blatt). Formaler:

1) Ein einzelner Knoten ist saturierter Binarbaum der Hohe 0. Er
hat keine inneren Knoten, aber ein Blatt (zugleich die Wurzel!).

2) Sind Ty und T, saturierte Bindrbdume mit Knotenmengen V4
bzw. V5, wobei V1 N Vo =0 und v & V4 U V5, dann bildet das
Tripel (v, T1, T2) einen neuen saturierten Binarbaum mit der
Wurzel v, linkem Teilbaum T; und rechtem Teilbaum T>.
Innere Knoten des neuen Baums sind v und die inneren Knoten
von T1 und T,, die Hohe ist 1 plus das Maximum der Hohen
beider Teilbdume. Blatter sind diejenigen beider Teilbdume.

Achtung: Die Reihenfolge der Teilbdume ist hier von Bedeutung.

- J
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Ein Bindrbaum ist ein Baum, bei dem jeder Knoten maximal
zwei Nachfolgeknoten hat. Formal kann man das so definieren:

Ein Bindrbaum entsteht aus einem saturierten Bindrbaum durch
Weglassen aller Blatter. Insbesondere ist auch der leere Graph
ein Bindrbaum.

Geht man von den saturierten Binarbdumen auf diese Weise zu
allgemeinen Bindrbaumen iiber und fiigt dann wieder an jeden
Jfreien Platz" ein Blatt an, so erhilt man den urspriinglichen
Bindrbaum. Umgekehrt geht das ebenso. Daraus erhalten wir eine
1:1 Korrespondenz zwischen Bindrbdumen mit n Knoten und
saturierten Bindrbdumen mit n inneren Knoten.

Beachte zusatzlich: Ein saturierter Bindrbaum mit n inneren
Knoten hat n + 1 Blatter, insgesamt also 2n + 1 Knoten.
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Wir zeigen einen saturierten Bindrbaum mit zugehérigem allgemeinem Bindrbaum:

Bitte beachten: Die folgenden Baume zdhlen wir als 4 verschiedene Bindrbdume.

-
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Wir wollen eine Formel, die besagt, wieviele verschiedene Binar-
bdume mit n Knoten es gibt. Wegen der 1:1 Korrespondenz ist
es hinreichend zu untersuchen, wieviele saturierte Bindrbaume
mit n inneren Knoten (und n + 1 Blattern) es gibt.

Satz: Die Anzahl saturierter Binarbaume mit
n inneren Knoten ist C,,.

Hierbei ist C, die n-te Catalan-Zahl, d.h. C, = -1 (%) = 515 (*"FY).

Fiir den Beweis benutzen wir die Tatsache, dass C, = |E,| gilt,
wobei E, die Menge der Worter der Lange 2n + 1 ist, die aus
Dyck-Woértern durch Anhédngen eines b entstehen.

\
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Wir definieren induktiv eine Abbildung von der Menge E, in die

Menge der saturierten Bindrbdume mit n inneren Knoten. Auf

Grund der Bijektivitdt dieser Abbildung ist damit der Beweis

komplett.

n = 0: Das einzige Wort in Eq ist das Wort b, dem wir den einzigen saturierten
Bindrbaum ohne innere Knoten, bestehend nur aus der Wurzel, zuordnen.

Nun sei also n > 0:

Jedes Wort in E, ist von der Form aubvb fiir Dyck-Worter u und v; und diese

Zerlegung ist eindeutig. (Bitte tiberpriifen Sie die Richtigkeit dieser Behauptung!)

Jetzt liegen die Teilwdrter ub und vb auch jeweils in einem E, mit m < n. Sei

also ub € Epy und vb € Epn,. Dann gehdrt zu ub induktiv bereits ein saturierter
Binarbaum T3 mit my inneren Knoten, zu vb ein To mit mo inneren Knoten.

Wir beachten noch, dass ub die Lange 2m; + 1 und vb die Lange 2my + 1 hat.
Das gesamte Wort aubvb hat damit Lange 2(m1 + m2) +3 =2(my + m2 + 1) + 1.
Daher gilt n = m; + m2 + 1.
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Dem Wort aubvb ordnen wir jetzt den saturierten Bindrbaum
(v, T1, T2) zu (mit einem neuen Wurzelknoten v und disjunkten
Teilbdumen T; und T»):

Die Wohldefiniertheit der konstruierten Abbildung folgt aus der Eindeutigkeit der
Zerlegung des Ausgangswortes in aubvb mit Dyck-Wortern u und v. Injektivitat
und Surjektivitdt sind leicht mit Induktion einzusehen.
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[ Cliguen und unabhangige Mengen J

Sei G = (V/, E) ein ungerichteter Graph, d.h. E C (‘2/) Fir
Teilmengen U C V bezeichnet man mit Gy den induzierten
Teilgraph Gy = (U, Ey), wobei Ey := EN (g) ist.

Eine Clique ist eine Teilmenge U C V mit Ey = (), das heilt,
es gilt (g) C E. In diesem Fall ist Gy ein vollstindiger Graph!
Eine unabhangige Menge U im Graph G = (V, E) ist eine Teil-
menge U C V mit Ey = (). Hier ist Gy ein kantenloser Graph.

Welches sind die groBten Cliquen in P, C,, K, und Ky, 57
Antwort: In P, héchstens GroRe 2, in C, meist auch, nur C3 ist eine Ausnahme.
In K, ist der ganze Graph eine Clique, in K, , wieder nur GroRe 2.

Und wie steht es mit unabhangigen Mengen in diesen Graphen?
Antwort bitte selbst iiberlegen...
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[ Der Satz von Ramsey J

Es gibt viele Versionen des Satzes von Ramsey, denn man kann
zunichst den endlichen vom unendlichen Fall unterscheiden, aber
zusiatzlich gibt es auch die Unterscheidung, ob man nur iber
normale Graphen mit Kanten und ,Nichtkanten” spricht, oder

ob man beliebige Kantenfarbungen betrachtet. Und schliellich
kann man statt Kanten, also Elementen von (‘2/) auch sogenannte
k-Hyperkanten, also Elemente von (\/:) betrachten.

Wir beweisen hier die Basisversion, also den folgenden Satz:

Satz: Fiir alle n € N gibt es ein N € N, so dass
jeder Graph mit N Knoten eine Clique der

GroBe n oder eine unabhingige Menge
der GroRe n enthalt.
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[ Ramsey fiir n =3 ]

Zum Eingewdhnen beweisen wir den Satz jetzt fiir den Fall n = 3.
Wir kénnen N = 6 wahlen und zeigen, dass dieser Wert optimal ist:

Beh.: Jeder Graph mit 6 Knoten enthalt entweder eine Clique
der Grole 3 oder eine unabhangige Menge der GroRe 3.
Fiir Graphen mit 5 Knoten ist das nicht der Fall.

Fiir den Beweis nehmen wir zunichst an, dass ein Knoten v mit mindestens drei
Kanten existiert. Die Nachbarknoten seien w1, uz, us. Falls diese eine unabhingige
Menge bilden, sind wir fertig. Andernfalls gibt es eine Kante zwischen einem u; und
einem u; (mit i # j). Dann bilden v, u;, u; eine Clique der GréRe 3.

Gibt es keinen solchen Knoten, dann hat jeder Knoten drei nichtbenachbarte Knoten!
Auch hier betrachten wir einen Knoten v mit drei Nichtnachbarn vy, uz, usz.

Bilden diese drei Knoten eine Clique, sind wir fertig. Andernfalls gibt es i # j so,
dass u; und uj nicht benachbart sind. Dann sind v, uj, u; eine unabhangige Menge.

Zur Optimalitdt: Cs hat 5 Knoten und weder Clique noch unabh. Menge der GroRe 3.
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